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From mathematical table : 
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〈ξ〉 =  
1

2
 𝑘𝐵𝑇 +

1

2
 𝑘𝐵𝑇    ⇒ ∴   〈ξ〉 =   𝑘𝐵𝑇           (4). 

من الذرات ولكل منها  n( تعود للطاقة الكلية لمتذبذب توافقي واحد فقط . لذلك ولمجموعة 4ان المعادلة )

 ثلاث درجات حرية .

〈ξ〉 =  3 𝑘𝐵𝑇 

∵ 𝑢 = 𝑁𝑎 〈ξ〉 ⇒ 𝑢 =  3(𝑁𝑎𝑘𝐵)𝑇 ⟹ 𝑢 = 3𝑅𝑇 

∵  cv =
∂u

∂t
]

v
   ⇒    𝑐𝑣 =  3R        Dulong and petit law 

مع درجة الحرارة وطبقا لهذه النتيجة  cvهذه النتيجة توضح منطقة الحرارة العالية للخط البياني العملي لتغاير 

 مع درجة الحرارة . cvلا تعتمد على درجة الحرارة اي ان هذه النتيجة لا تستطيع تفسير تغاير  cvفان 
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ند درجة حرارة اعلى من درجة حرارة نلاحظ ان النظرية الكلاسيكية صحيحة لكثير من المواد الصلبة ع

مع درجة الحرارة ولمعالجة هذا الفشل يجب ان نتعلم لماذا يعتمد  cvالغرفة ولكنها فشلت في تفسير تناقص 

ولقد بقيت هذه المشكلة  ωمعدل الطاقة المرافقة لنمط اهتزاز ما على درجة الحرارة وعلى التردد الزاوي 

 .وبحث السعة الحرارية من وجهة الطاقة المكمأة  عندما جاء انشتاين 1905حتى عام 

 الحالة الثالثة : .1

Fixed quantized harmonic atomic oscillator (Einstein’s model for cv) 

لقد افترض انشتاين ان المادة الصلبة تتكون من ذرات تهتز عند مواضع اتزانها بثلات درجات حرية  

 . ωمع تردد زاوي    N a من 3  يكافئN aاي ان  

ان المذبذب الذري يستطيع ان يمتلك فقط طاقة مكمأة اي ان ليس هناك طيف مستمر من الطاقة. لذلك فان 

 تعطى بالعلاقة : 〈ξ〉الطاقة 

 

〈ξ〉 =  𝑛ħ𝑤        (1) 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑛 = 0,1,2 , … … …                                         

𝑎𝑛𝑑 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 ħ =
ħ

2𝜋
=    1.054 ∗ 10−34    𝐽. 𝑆    

 

 :〈ξ〉اي ان انشتاين استفاد من فكرة بلانك لكي يوجد معدل الطاقة  

〈ξ〉 =  
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∑ 𝑒
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                    (2) 

 (:2( في العلاقة )1نعوض العلاقة )

〈ξ〉 =  
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Let 
−ħ𝜔

𝑘𝐵𝑇
= 𝑥 ⇒   〈ξ〉 =  

ħ𝜔 ∑ 𝑛 𝑒𝑛𝑥∞
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∑ 𝑒𝑛𝑥∞
𝑛=0
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 :بفتح حدود الجمع نحصل على 

〈ξ〉 =  
ħ𝜔{0 + 𝑒𝑥 + 2𝑒2𝑥 + 3𝑒3𝑥 … … … }

{1 + 𝑒𝑥 + 𝑒2𝑥 + 𝑒3𝑥 … … }
 

Let 𝑢 =  {1 + 𝑒𝑥 + 𝑒2𝑥 + 𝑒3𝑥 … …  المقام     {

 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 0 + 𝑒𝑥 + 2𝑒2𝑥 + 3𝑒3𝑥 … … …  البسط    

〈ξ〉 = ħ𝜔 
1

𝑢
 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
        ⇒ 𝑏𝑢𝑡 

𝑑𝑢

𝑢
=  ln 𝑢 

∴ 〈ξ〉  =  ħ𝜔
𝑑

𝑑𝑥
(ln 𝑢) 

〈ξ〉  =  ħ𝜔
𝑑

𝑑𝑥
(ln( 1 + 𝑒𝑥 + 𝑒2𝑥 + 𝑒3𝑥 … … ) 

Note : 
1

1−𝑦
=  (1 − 𝑦)−1 = 1 + 𝑦 + 𝑦2+ 𝑦3 + ⋯ 

𝑖𝑓 𝑦 =  𝑒𝑥  ⇒∴ (1 − 𝑦)−1 =  (1 − 𝑒𝑥)−1 = 1 +  𝑒𝑥 + 𝑒2𝑥 + 𝑒3𝑥 + ⋯ 

〈ξ〉  =  ħ𝜔
𝑑

𝑑𝑥
{ln(1 − 𝑒𝑥)−1} =  −ħ𝜔

𝑑

𝑑𝑥
{ln(1 − 𝑒𝑥)−1} =  −ħ𝜔

−𝑒𝑥

1 − 𝑒𝑥
 

 : 𝑒𝑥نقسم البسط والمقام على 

∴  〈ξ〉 =  
 ħ𝜔

𝑒−𝑥 − 1 
 

𝑏𝑢𝑡 𝑥 =   
−ħ𝜔

𝑘𝐵𝑇
   ⇒   〈ξ〉 =  

 ħ𝜔

𝑒
−ħ𝜔
𝑘𝐵𝑇 − 1 

          (4) 

∵ 〈ξ〉 =  ħ𝜔〈𝑛〉  ⇒ ∴  〈𝑛〉 =  
〈ξ〉

ħ𝜔
=  

1

𝑒
−ħ𝜔
𝑘𝐵𝑇 − 1 

      𝐸𝑖𝑛𝑠𝑡𝑒𝑖𝑛′𝑠 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 (5) 
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 لقد فرضنا ان هناك ثلاث درجات للحرية :

𝑁𝑎 =  3𝑁𝑎 

𝑢 =  3𝑁𝑎〈𝑛〉  ⇒  𝑢 =   
3𝑁𝑎ħ𝜔

𝑒
−ħ𝜔
𝑘𝐵𝑇 − 1  

                 (6) 

 

∵  𝑐𝑣 =
𝜕𝑢

𝜕𝑇
]

𝑣
  =   

3𝑁𝑎ħ𝜔. 𝑒
ħ𝜔

𝑘𝐵𝑇 . (𝑒
−ħ𝜔
𝑘𝐵𝑇 )

−1

(𝑒
−ħ𝜔
𝑘𝐵𝑇 − 1  )

2  

نضرب العلاقة الاخيرة اعلاه في 
𝐾𝐵

𝐾𝐵
 

 

cv =   
3𝑅𝑒

ħ𝜔
𝑘𝐵𝑇 . (

−ħ𝜔
𝑘𝐵𝑇

)
2

(𝑒
−ħ𝜔
𝑘𝐵𝑇 − 1  )

2               (7) 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑅 =  𝑁𝑎𝐾𝐵 

من  cv الحرارية على اي نقطة على المنحنى . ان نموذج انشتاين اوجد علاقة بينوهذه العلاقة تمثل السعة 

 . 𝜔جهة وكل من درجة حرارة البلورة والتردد الزاوي 

 :والذي يعرف كما يلي  𝜃𝐸 ادخل انشتاين عاملا جديدا اسماه درجة حرارة انشتاين ويرمز له

𝜃𝐸 =  
ħ𝜔

𝑘𝐵
  

∴ cv =   
3𝑅(
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𝑇
)2. 𝑒
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𝑇

(𝑒
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2                (9) 


