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Chapter Two 

Elementary Properties of Quantum Mechanics 

 نمٍكاوٍك انكم ساسٍحانصفاخ الا

 ((Wave Function      دانح انمىجح

رل صطااْكيل اابرُيسطااأ ياأاالأيرأّناافي ااِيل الاابيل طاافسخي ماابيلضااالليياااافىْكيل كْ فوْااميل   ضااْ ِي ٌ اا ياطف        

ي يظركةيل صطْكيل برُي؟،يًل طؤلليللانيكْ يّك ننفيلنيولل  دقة

لضحنفدليل َي رضْةيدُيسرً ِيًجاطْريلّنمحفّني لظافىر يل  يرًضاٌةْةيّك انيلنيو اٌليلنيكابيشطاكياحعارهيّرل  اوي

 كر يللا  حرًني ِيل بر يلوويلاّحعرهيسؼْلليًلاّ حار يل اَياطاف ةيقلاْر يشاللياانيي.(Matter field)اصفليافدُي

 ابل مي افنيل كصافليل كافدُيل كلافظ ي اوييm 10-9سعالًديج الريةي غْر يلسؼفدىفل نٌل ،يلُيلوويا ْلي ِيانط ةي ضفةْ

ّك نيلنيّؼأريػنويسللا ةياٌشاةيًلقااةييىاِيل كٌشاةيل ك ْال ي اِيانط اةياعالًد يكف كٌشاةيل كحٌ ال ي اِيضالميارساٌ ي

 رزيىبهيل كنط ة.ل طر ْنياحكركسي ِيىبهيل كنط ةيسطؼةياحغْرهيانيانط ةيل َيلخرٍيًج ٌني اريخف

ي

يي:ـيضؼةيل كصفليل كفدُيل كلفظ ي عركةيل صطكييًّراسي يفيسفي راسيدانح انمىجح

 
Wave function: is the amplitude of the matter field which associated the moving 

particle, and denoted   . 

 
،يلُيجعحااٌُيػلااَيل ك االلرييComplex Functionل ااةياؼ اال يسلييرْاار يػاانيدل ااةيل كٌشااةييّؼأااري ااِيلظْاافنيك

1iًّك انيل علاٌليػلااَيدل اةياؼ ال يارل  ااةييييComplex Conjugate Functionااانيل لل اةيل كؼ اال ييي

ي.ييي*سف راسييًّراسي للل ةيل كؼ لهيل كرل  وي للل ةييi أةيلُيسفخريّعكبيلشفر يضفيiسفضحأللليكبي
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 :ما مكان فً انجسٍم وجىد احرمال

ػلييقلرجنفي ػلَ ل مم األأ ّنص ظْد ل  ك، اْ فوْ ف  ِ ايكة ا فوة ل كٌشة دل ة أً ل كٌشْة ل لل ة جعحب

 ل حلٌر شطْكيظط  ارل  ةي  ب اٌشْة دل ة إ َ وؼكل   ن ل لقة، سناص اف شطْك ًضرػة اٌضغ جعلّل ل لعظة سناص

 ل حِ ل ارلؽ ان و طة  ِيأُ ًشٌديل صطْكيلظحكفل سحعلّل ل كٌشْة ل لل ة ىبه ًج ٌي شرًدو ر، قلاو ل بُ ل كٌشِ

 ل لل ة ارسغ أن  ْو سْن ًل بُي(Max Born)ي1926سٌرنييافكص لقحرلض ظط  ًذ م سو، ل حٌلشل  لصطْك ّك ن

 يل كٌشْة
2*  ييّعكبي َ  ظصك ػنلر  ِ ل صطْك ًشٌد لظحكف ْة اؼر ة ًىٌ ألا رلةؼف  ْسّفةْف اؼن

يار ي شْنل يْلرً ذر  لإ  حرًنييل كٌشْة  ف لل ة ل كٌشْة، دل حويسللا ةيdVا للر يان اف ا فن  ِ ل كحٌلشل(

 ل رّفضْةيل ؼأفر يخ ل ان سف نٌل  ل كعْطة ل كاحلاة للأا نة  ِ جٌلشله لظحكف ْة اؼر ة ّك ن ل نٌل  ظٌل ل اضفء

ي:ل حف ْة

  dtrtrdtrdp   ),(),(),( *2
 ……......................………………….. (1) 

ي.ظ ْ ْة قْكف دًاف ًّأخبيdيسف عصك كل صطْ جٌلشل لظحكفليdpيظْد

 للاظحكافليكرف اة وطاكْيف كرف اة أسؼافد ػلاَ وعلاب ل عصاك ػنلار ػلاَ ل طار ْن ج طاْك ػنال(ي1ييل ؼ قاة  اِ

(Probability density) ل حف ْةي ل ؼ قة  ِ ككف:  

 
2

),( tr
d

dp
dp 


 

 ػن ّؼأر ًل بُيل  ويفّةيان ل ككحل كلو ل اضفء ػلَي(1ييل ؼ قة و فاب  ئونف كلو ل اضفء  ِ ل صطْك جٌلشل لظحكفل أاف

 ، ل  ويافةِ ل اضافء ا ٌواةيل اأؼ  سؼضايفيظاٌل ل كحرل اة ل عصك ػنف ر كب  ِ ل صطْك جٌلشل لظحكفلات اصكٌع

ي111ضاْ ٌن كل صطاْ جٌلشال لظحكافلي افن ًسف حاف ِ ل كاارً يل اضافء ىابل  اِ ل صطاْك جٌلشال اان احأكلًن وعن ًىنف

يي1=%

 1),(),(),( *2
1

0

 








 dtrtrdtrpdp t ……….......………………..   (2) 
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 سؼ قة ل ؼ قةيًجطكَيةّرفْل ؼ سف لل ة ل كٌشْة دل حيف جطكَي(ييللاخْر ي2يييل ؼ قة  ِ ل مر  جع خ ل حِ ل ؼ قة إن

يNormalization conditionي ل كؼفّر 

Q) If  22)(
ax

Nx


  , calculate the normalization constant N. (HW) 

 

ي: افّلِ ل كؼفّر  شر  جع خ ل حِ ل كٌشْة سف لل ة ّمحر 

   ط ل كٌشْةي للل ة ًظْل  قْكة ّ فسليف  لكٌضغ اعلد  قْكة كب أن أُ ل  ْكة أظفدّة ل كٌشْة ل لل ة ج ٌن أن .1

 ل كحؼلد  سْنكف ل صطْكيٌلشل ح ًلظل لظحكفل جؼطِ ل  ْكة أظفدّة ل لل ة لان أضفضِ شر  ًىبل أكرر، ً ْص

 ا فن ان أكرر  ِ ّحٌلشل أن لاّك نيل صطْك لان ار ٌ  ًىبل ل صطْك  حٌلشل لظحكفل ان أكرر جؼطِ ل  ْكة

ي(ي1يل م ب لوظري، ل ك فن واص  ِ ااحلاحفن دل حفني و ّ ٌن أن  صطْك لاّك ن أّضف ًل ؼ ص ل لعظة واص  ِ

 ي.ل  ْكة احؼلد ي رفوْةًل ل  ْكة أظفدّة أظللىكف دل حْن ّكرب

ي

ييطاحكر ايغْار ل لل اةيكاٌن لأن ، طاحكر ا اماح فجيف ًكاب مي(continuous)ييطحكر ا ل كٌشْة ل لل ة ج ٌن أن .2

 للاو طفع انط ة  ِياؼرف  ِ غْر ل صطْك ّلأط(ياف ا فن  ِ ل لل ة  ِ لو طفع ػنلىفي

 ل صطْك جٌلشليلظحكفليلان افلاويفّة ْكحيفق ج ٌن لن ّصٌز ًلا و طة كب  ِ اؼر ة ج ٌن أن ل لل ة ػلَ ّص  .3

 . ْسّفةْف ا أب غْر أار ًىٌ افلاويفّة ّلأط

ي
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Mathematical Representation of W.F                                       اانرمثٍم انسٌاضً ندانح انمىجح 

ل كٌشاةيةيظْاديّك انيجكرْابيدل اةيسكفيلنيل كصفليل كافدُيل كلافظ ي عركاةيل صطاْكيّك انيل حؼأْاريػناويسكٌشافتيًلقاا

ي:ـسف لْغةيل رّفضْةيل حف ْة
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etx
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In three dimension  
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T.D.S.E( Time Dependent Schrödinger Equation  (          معادنح شسودوكسانمعرمدج عهى انزمه
               

يx)( يسف نطْةي ـي(3ييسفشح فقياؼفد ة

)()(
),( )()(

x

tExp
i

tExp
i

p
i
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xx

tx xx
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
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
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


 

),(
),(

txp
i

x

tx
x









 

i  وضر ي ر ِيل كؼفد وي ِ ي 

),(
),(

txp
x

tx
i x







   (4)يييييييييييييييييييييي                  

يx)( ةي ـسف نطأي(4ومحخيل كؼفد ةيي

),(
),( 2
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2
2 txp

x

tx
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


   (5)                          ييي          

ييt)(يةيي ـييل سانسف نطأي(3ومحخيل كؼفد ةيي
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),(يييييييييييييييييييييييييييييييييييي يiي وضر ي ر ِيل كؼفد وي ِ
),(

txE
i

t

tx

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


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ي
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txE
t

tx
i 
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




  (6)                           ييييييي      

يي VTE   

)(
2

2

xV
m

P
E    ………..  

),( يسـ يييوضر ي ر ِيل كؼفد ةي txييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييي
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),()(
2

),(
),(

2

txxV
m

txP
txE 


   (7)                   ييييييي            

يوعلبيػلَيل ؼ قةيل حف ْةي (7 ِيل كؼفد ةيييي (6،يي (5سف حؼٌّ يػنيي

),()(
),(

2
),(

2

22
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








 
  (8)يييييييييييييييييييييييييي           

ويكأْر ي ِياْ فوْميل  كيً ِيذا خيل كؼحكل يػلَيل سانيًىِياؼفد ةيذلتيلىكْ(يسكؼفد ةيشرًدو ري8جلػَيل كؼفد ةيي

ي(يسف لْغةيل رّفضْةيل حف ْو.8لسؼفديجلأطيل ؼ قةيي

In three dimension يي  
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 T.I.S.E( Time Independent Schrödinger Equation(      معادنح شسودوكسانغٍسمعرمدج عهى انزمه

ي

ي:ل كٌشةيل ٌلقاةيػلَيل م بيل حف ِانيّك نيكحفسةياؼفد ةيلاّصفدياؼفد ةيشرًدو رل غْراؼحكل يػلَيل س
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In three dimensions 
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 Observable and Operator                                                                   انكمٍح انملاحظه وانمؤثس
ي

 
Observable: any physical property which can be measured 

Example: energy, momentum, position, angular momentum, total energy, potential 

energy ….etc   

يجطكَيانكمٍح انملاحظه لًيىٌيل كحغْريل لّنفاْ ِي لنظفييل  فسبييObservable ي :يكبيككْةي ْسّفًّةيّك نيقْفضيف

يل سلًُي...........يل خ ل ْفشياربيل طفقة،يل سخك،يل كٌضغ،يل سخكي

ي(Operator ِياْ فوْميل  كيّحكيجكرْبيكبيككْةيا ظظةيسكؤذريي

Operator: any mathematical entity which acts on a wave function and change it to 

another function.  

ي ىٌيل  كْةيل حِيلذليلذرتيػلَيدل ةيل كٌشةيظٌ حيفيل َيدل ةياٌشْةيشلّلي: انمؤثس

  لكؤذرييÂل راسيل كطحالييىٌيي

Example 1: يي xˆ A   ,   3x  

   43ˆ xxxA  

Example 2:   
x

A



ˆ     ,   3x  

 



 23 3ˆ xx

x
A  ي

يىِيدل ةيشلّل يظعيلنيلا

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي
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 Operator Equation                                                                                     معادنح انمؤثس

xّؼحأريل كؤذريل حف ِي
xx

xA








يْة:ّك نيًضغيل ؼ قةيل حف يياربيييييxلاُيدل ةي ـيييˆ),(

 ))(()()( xx
x

xx
x










 

  
x

x
xx






)(
)(


  

  )()1( x
x

x 



  

يانيل طر ْنيوعلبيػلَي:ييػلْويّك نيظبفييييxسكفيلنيل كؼفد ةيللاخْر يجلطيلاُيدل ةي ـيي

)1(
x

xx
x 







 (11)يي                  

 ةيل كؤذراؼفد ي (11يي جلػَيل كؼفد ة

ي

Q.M.R 

يل حكرْبي ِيل كْ فوْميل  كِ

C.M.R 

ل حكرْبي ِيل كْ فوْمي

 ل   ضْ ِ

Observablesي

x̂يx Position 1) 

x
ipx



 ˆيxmpx  Momentumي(2ي

2

222

22

ˆˆ
xmm

p
T







ي

m

p
T

2

2

يKinetic energy 3) 

t
iE



 ˆ )(xVTE  Total energy 4) 

)(
2

ˆ
2

22

xV
xm

H 






)(ي

2

2

xV
m

p
H يHamilton 5) 

ي

ي

ي
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 ationEigen value equ                                                                           معادنح انقٍمح انراذٍح

)(ىنفهياصكٌػةيانيللاػللديÂلاُياؤذر naًاصكٌػةيانيل لًلليي)(xnي:ل حِيجؼرفيسف ؼ قةيل حف ْةي

)()(ˆ xaxA nnn   يييييييييييييييييييييييييييييييييييييي           (12) 

يىٌيل لل ةيل بلجْويل ك فسلوي ل ْكةيل بلجْوي.يxn)(،يييÂل  ْكةيل بلجْوي لكؤذريىٌييnaظْدي

:يىِيجلميل لًلليل اف ةيل حِيجأ َيسلًنيجغْْاريسؼاليػكلْاةيجاأذْريل كاؤذريػناليغا يل نظاريػانيل  ْكاةياندوال انراذٍه

يل بلجْو.

Example 1: By using the eigen value equation show that the function xi
n ex 4)(   is an 

eigen function of the operator 
x

A



ˆ  

xiسفضحالليياؼفد ةيل  ْكةيل بلجْةيلذأثيلنيل لل ةي:ي1 مثال
n ex 4)( يىِيدل ةيذلجْةي لكؤذري

x
A




ˆيي

Solution: 

Let      
x

A



ˆ ،ييييييييييي   xi

n ex 4)(   

)()(ˆ xaxA nnn    

)()(ˆ 4xi
n e

x
xA




  

 xiei 44  

 )(xa nn  

        4ian               eigen valueقْكويذلجْةيي ييييي 

 xi
n ex 4)(  يييدل ةيذلجْة eigen functionيييي       
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Example 2: By using the eigen value equation show that the functionي )4(cos)( xxn   

is an eigen function of the operator ي
2

2
ˆ

x
A




   

)()4cos(ذأثيلنيل لل ةيسفضحالليياؼفد ةيل  ْكةيل بلجْةيل:يي2مثال  xxn ىِيدل ةيذلجْةي لكؤذريي
2

2
ˆ

x
A




ي

Solution:ي 

)()(ˆ xaxA nnn    

ˆ)(cos)4( ي
2

2

x
x

xA n



  

 )4(cos16)4(sin4 xx
x





 

 )4(cos16))4((cos2

2

xx
x





  

 )4(cos16)(ˆ xxA n   

16na  

)4(cos)( xxn   

 )(xn  remain unchanged, thus  )4(cos)( xxn   is an eigen function for 
2

2
ˆ

x
A




  
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Example 3: By using the eigen value equation show that the functionي )6(sin)( xxn   ي

is an eigen function of the operatorي
2

2
ˆ

x
A




  ي

)(sin)6(سفضحالليياؼفد ةيل  ْكةيل بلجْةيلذأثيلنيل لل ةيي:3مثال  xxn ييىِيدل ةيذلجْةي لكؤذري
2

2
ˆ

x
A




يي

Solution:ي 

)()(ˆ xaxA nnn    

ˆsin)6( ي
2

2

x
x

A n



  

 )6(sin36)6cos(6 xx
x





  

 )6(sin36)6sin(2

2

xx
x





  

 )6(sin36)(ˆ xxA n   

36na  

)6(sin)( xxn   

 )(xn  remain unchanged, thus  )6(sin)( xxn   is an eigen function for 
2

2
ˆ

x
A




  
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sProperties of Operator                                                                              يخوىا  انموؤثساخ

يىِ:ـي  لكؤذرلتيػل يخٌلص

 ( (linear operatorل لاةيل اطْةي .1

ياؤذرليخطْفيلذليظ خيل مرً يل حف ْةيÂّ فليل كؤذري

i. 2121
ˆˆ)(ˆ  AAA   

ii.  AaaA ˆ)(ˆ    a    is constant 

 Commutation)  اةيل حأفدلييييي .2

يككفيّلِي:يB̂,ييÂّؼرفيجأفدلياؤذرّني

 ABBABAC ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ˆ   

يي(يييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييي(Commutator operatorّطكَيسف كؤذريل كطحألليييĈظْديلني

i. If 0ˆ C       0]ˆ,ˆ[ BA  

    ABBA ˆˆˆˆ   

ABBAييCommute operatorؤذرّنياحأفد ْنييك ِياربيىبهيل عف ةيّطكَيل  ˆˆˆˆ   

ii. If 1ˆ C  

Ĉ  Unit operator  ؤذريل بُيّكحلميًظل يًلظل ييييييييكىٌيل   

iii. If 0ˆ C       0]ˆ,ˆ[ BA  

0ˆˆˆˆ  ABBA  

ABBA ˆˆˆˆ      Not commutator operator 

 قٌش أن ورأث أن ّ اِ ًلظل آن  ِ  ْسّفةْْن ا للرّن و ْص ًأ و ظع  ل ِ ل  ك اْ فوْ ف  ِ ل ؼ قفت أىك ان ًىبه

 اري ب ميّؼنِيلونفييّطفًُ لا ل حأفدل قٌش كفن ًإذل ، حأفد ْْنا ل كؤذرّن أن أً ل لار ّطفًُ  لكؤذرّن ل حأفدل

 يْسوأرهظط ياألليللادقةي يًلظل آن  ِياْسّفةْْنْفشيل ك للرّنيل قلاوطحطْغي

ي



 13 

ˆ]ˆ,ˆ[لقرأيل ؼأفر يييي DCF يي

يD̂اغيل كؤذرييĈىٌيوحْصةيجأفدليل كؤذرييF̂لنيل كؤذريل كطحأللي

],[لذأثيلنيل كؤذريي  مثال x
x


يىٌياؤذريًظلهي؟ي

Solution: 

]ˆ,ˆ[ˆ BAC   

ABBA ˆˆˆˆ   

x
xx

x
x

x
C














 ],[ˆ  

)()(ˆ x
x

xx
x

xC 
















   )(x   ِيي ر ِيل كؼفد ةيوضر  

))(())(( x
x

xxx
x










  

x

x
xxx

x 









)(
))((


  

x

x
x

x

x
xx











)()(
)(


  

)()(ˆ xxC    

1ˆ C  

 

H .W يًلش يسْحِ(ييي  ي        Prove that     1],[ˆ 





x
xC  

 
 
 
 
ي

ي

ي
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Example:    Show that  ipx x ]ˆ,ˆ[  

Solution:  

 ]ˆ,ˆ[ˆ xpxc   
 xppxc xx ˆˆˆˆˆ   

 )ˆ()(ˆˆ x
x

i
x

ixc








   

 )()ˆ()(ˆ)(ˆ xx
x

i
x

ixxc 
















          )(x   ِيي ر ِيل كؼفد ةييوضر  

 )(ˆ)
)(

(ˆ)(ˆ xx
x

i
x

x
ixxc 












   

 
x

x
xixi

x

x
xixc











)(
ˆ)()

)(
ˆ)(ˆ





   

 )()(ˆ xixc   اني ر ِيل كؼفد ةيييييييييييييييييي  )(x سعبفيي  
 ic ˆ  ًىٌيل كطلٌ                  
 
H .W ييي  يًلش يسْحِ ( يProve that  ixpx ]ˆ,ˆ[   

 Hermitean operator                                                                       انمؤثس انهسمٍرً .3

Operator Â is said to be Hermitian when satisfying the relation: 
ي

يّطكَياؤذريىراْحِيلذليظ خيل ؼ قةيل حف ْةي:يÂل كؤذري

 dAdA nmmn
** )ˆ(ˆ 









                                            (13) 

 خىا  انمؤثس انهسمٍرً

 ل  ْكيل بلجْةيل ك فسلةي لكؤذرلتيل يراْحْويظ ْ ْة .1

1. The eigen value correspond to any Hermitean operator are real quantities 
 

 نياحؼفال يلُيجع خيل مر يل حف ِل لًلليل بلجْةيل ك فسلةي  ْكيذلجْةيااحل يج ٌ .2

0* 




 dmn  

2. Eigen function correspond to different eigen value are always orthogonal i.e. 

0* 




 dmn  



 15 

*    اثثاخ انصفح الاونى 
nn aa  

 nnn aA  ˆ ……………..  د ةيل  ْكةيل بلجْةسفضحالليياؼف                              

*سـييييييوضر يل كؼفد و
nي

nnnnn aA  ** ˆ   

يسفشرلءيل ح فابيػلَيكبيل اضفءي

 dadA nnnnn 








 ** ˆ  ……… (a) 

ييسفخبيل كرل خيل كؼ لي لكؼفد ة

 ****ˆ
nnn aA   …………………………ي   

يnسـييييوضر يل كؼفد وي

****ˆ
nnnnn aA    

يسفشرلءيل ح فابيػلَيكبيل اضفءي

  daA nnnnn 








 ****ˆ ……………. (b) 

يسف طرض

  dadadAdA nnnnnnnnnn 
















 ****** ˆˆ  

 

 0ˆˆ ***  








 dAdA nnnn   انيجؼرّ يل كؤذريل يراْحِ                             

ي

    daa nnnn 




 **0   

  فّرؼكشر يل ي    1=     

  *
nn aa   
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*0    اثثاخ انصفح انثاوٍح      




 dnm  

nnn aA  ˆ   i 

mmm aA  ˆ   ii 

nيي،mىِيدًلليذلجْةي لكؤذريل يراْحِييييÂي

*  يiوضر يل كؼفد ةييي
mيًو فابيوعلبيػلَي:ي

 dadA nmnnm 








 ** ˆ ……………… (a) 

يiiوفخبيل كرل خيل كؼ لي لكؼفد ةييي

****ˆ
mmm aA    

يn  ضر يل كؼفد ةييسـي

****ˆ
mmnmn aA    

يػلَيكبيل اضفءييسفشرلءيل ح فاب

 daA mnmmn 








 ****ˆ …………………. (b) 

يسف طرض

 

 dadadAdA mnmnmnmnnm 
















 ****** ˆˆ  

 انيجؼرّ يل كؤذريل يراْحِيل طرفيللاّطريّطفًُي ارييي

 daa nmmn 




 ** )(0  

يكةلاّك نيلنيّطفًُي اريكٌويكفيػلدّنيااحلاْنيل  ْ

ييي 0* 




 dnm           Orthogonal احؼفالهي 
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 Normalized Function                                                                                       اندوال انعٍازٌه

يضأخيلنيسْنفيظط ي رضْةيسٌرنيسفنيكرف ةيللاظحكف ْو

),(),(),( * txtxtxp     (Is the probability density) 

يلُيظف بيضر يل لل ويسكرل  يفيل كؼ ل

dxtxp ًػلْويج ٌنيل  كْةي dxx،ييxيخ ليل كلٍييtلظحكف ْويًشٌديشطْكي ِيل لعظةيىِيػأفر يػنيي),(  

dxtx
2

),(  Probability of finding particle between x  andي dxx    at time tي

),(ًانيل طأْؼِيلذليكفوثي txجل يشطكفي ِيل اضفءي ِيسؼليًلظلي فنيىبليل صطْكيلاسليلنيّ ٌنياٌشٌدلي ِيي

يو طةيانيو ف يل اضفءي ب مي فني

 1),( 




dxtxp  

يxلظليدلةكفيًظلًديل ح فابيىنفيػلَيكبيل  ْكيل ك أٌ وي لكحغْرلذيلنياصكٌعيكبيللاظحكفلاتيل كك نويً

1),(),(* 




dxtxtx   

),( لذليكفوثي txجع خيل كؼفد ويلػ هي ْ فليػنيفيدل ةيػْفرّةيييNormalized   ي

ي

 Orthogonality of Wave Function                                                                              انرعامد
 

1. Tow different wave function  n  & m  are said to be orthogonal if  

0* 




 dnm  

2. Wave function that are solution of given Schrödinger equation are usually 

orthogonal one to other  

يدللاتيل كٌشةيل حِيج ٌنيىِيظبي كؼفد ةيشرًدو ريامحركةيج ٌنيػفد ياحؼفال ياغيسؼضيفيل أؼ 

3. Wave function that are both orthogonal and normalized called (orthonormal) such 

that  

يorthonormalلذليكفوثيل لل حْنياحؼفالجْنيًاؼْرهيسناصيل ٌقثيػنلىفيجلػَيي

mnnm d  




*  
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Where the kroneker delta  )( mn  is function with tow values 

1mn   at  nm   

0mn   at  nm   

 

Q)   Prove that  xp  is Hermitian operator ? 

يىراْحْفيلذليظ خيل ؼ قةيل حف ْةييAّطكَيل كؤذر

  dAdA nmmn
** )ˆ(ˆ 









  

ي:ـاؤذرليىراْحْفيxpًللاني نرٍيلذليكفني

 dx
x

i mn  )(*










  

 dx
x

i mn 



 





*  

                    u       dv 

ييييييًسفضحاللييل ح فابيسف حصسةوييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييي













--

duvuvdvuي

dxوار يلنيييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييي
x m



dvيي،ييييييي*u nي

dx،ييييييmvلذنييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييييي
x

n






*

du


ي








 




-

*
*
ni- dx

x
i n

mm


   

       =0      x     0  



















-

*

-

*

)( dx
x

idx
x

i n
m

n
m





   
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








-

*)( dx
x

i n
m


   

 





-

*)ˆ( dxp nxm   

يىٌىراْحِييxpلذنيل كؤذري

ييىبيلنيل كؤذرييواجة تٍرً 
x


يىراْحِيلييلايي؟ييي

ي

ي

   Physical Interpretation                                                   فٍزٌاوي نمعادنح انقٍمح انراذٍح انرفسٍس ان
ي

)()(ˆ xaxA nnn    

يىٌيككفيّلِي:ـي حاطْريل اْسّفًُي كؼفد ةيل  ْكةيل بلجْةل

 ِيل عف ةيل  كْاةييًل كحٌلشلييّ ٌييس ْفشيل لاةيل اْسّفًّةيل حِيّكرليفيل نظفييل كٌ ٌفيسلل ةيل كٌشةيييÂل كؤذري

nيوحْصةيػكلْةيل  ْفشيىِيل  ْكةيل بلجْةي،naي.ي

ييييييييييييييييييييييييي )()(ˆ xaxA nnn    ييي

   Make Measurement                          يResult of Measurement 
    
                       on a system in State n   

ي

يًل كٌشٌدي ِيل عف ةيل  كْاةييnػلَيل نظفييل كٌ ٌفيسف لل ةيييp̂يػلَيغرلريذ ميو ٌليػنلافيّؤذرياؤذريل سخكيً

nي فوويّ ٌييس ْفشيل سخكي لنظفيي ِيجلميل عف ةيي

)14(

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

22





















nnn

nnn

nnn

nnn

rr

EH

pp

pp









 

ي(11(ي،يي6(ي،يي5(ي،يي4لذليجبكروفيل كؼفد ةيي
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 p
x

i 



     (4)  

 
 2
2

2
2 p

x





     (5)  




E
t

i 



    (6)  

 ExV
xm














 )(

2 2

22
     (10) 

ي ْغةياؤذريل طفقةي وي ْغحفنيىكفي:

)15(

)(
2

ˆ

ˆ

2

22























xV
xm

H

t
iH





 

ي.اؤذريا فسبي لْغةي ْسّفًّةياؼْنوغةيل رّفضْةيلاُيًػلَيىبليللاضفشيّك نيلّصفديل لْ

ي

ي

  تٍرًواجة 

xmpxاطحالافيل ؼ قةيل   ضْ ْةي .1 شليل لْغةيل رّفضْةي كؤذريل طرػةي 

ي

ي

2. Q 2) By using the classical relation prL


  show that;  

prLاطحالافيل ؼ قةيل   ضْ ْةي .3


لذأثيلنياؤذرلتياركأفتيل سخكيل سلًُيىِيػلَيل حٌل ِي 

)(
y

z
z

yiLx








   

)(
z

x
x

ziLy








   يي

)(
x

y
y

xiLz








   



 21 

Expectation Value and Variance                                          يانقٍمح انمرىقعح وانرغاٌس )انرفواوخ(

ي 

If the system is in state    which is not an eigen state of a such observable, then it 

is not possible to say with certainty what measured value will be found for A . Therefore, 

one has to use the average value A  which called in Q.M. expectation value of A . It is 

defined mathematically as: 

 فوويلاّك نييÂًل حِيىِيدل ةيغْريذلجْوي لكؤذرييلُياٌ ٌفيسلل ةيل كٌشةيييلذليكفنيل نظفيي ِيل عف ة

ةيػكلْةيل  ْفشي ِياربيىبهيل عف ةيوطحاليياؼلليل  ْكةيًل بُيّطكَي ِياْ فوْميل  كيسف  ْكةيل كحٌقؼةيل حنأؤيسنحْص

ي:ّفضْفيسف ؼ قةيل رّفضْةيل حف ْةًل بُيّكربير










d

dA
AA

*

* ˆ
 (16)ييييييييييييييييييييييييييي ييييي               

For normalized لذليكفوثيل لل ةيػْفرّةييييي 

  dAAA ˆ*  

Example: 

 يPosition)ييل كٌضغي .1

 dxxx  ˆ*  ل  ْكةيل كحٌقؼةي لكٌضغييييييي 

 

ي  (Momentum)ل سخكي .2

 dxpp xx  * ييييييييل  ْكةيل كحٌقةي لسخكييي   

    
x

ipx



    

 


 dx

x
ipx  *  
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 (Total energy)ل  ْكةيل كحٌقؼةي لطفقةيل  لْةييي .3

  dEE ˆ*  ,    
t

iE



    

 


  d

t
iE *  

 

 (Kinetic energy)ل  ْكةيل كحٌقؼةي لطفقةيل عركْةييي .4

 dxTT  ˆ*  

    
m

p
T

2

ˆˆ
2

 ،ييييي
x

ip



 ˆ     ،   

2

2
22ˆ

x
p




   

 
2

22

2
ˆ

xm
T







 





 dx

xm
T 

2

2
*

2

2


 

 

 (Variance)                                                                                                                فاوخ()انر
ي

Variance: The deviation in the measured of the operator Â  from its expected value A  

يل  ْكةيل كحٌقؼوي ب ميل كؤذري.يل حافًتي:يىٌيا للريللاوعرلفيس ْكةيل  ْفشيػن

يًرّفضْفيّؼطَيسصبرياؼلليارسغيل  ْكةيل كحٌقؼو

 2
1

})({ 2 AAA  

  22 )()( AAA  

    dAA 2* )(  

    dAAAA )2( 22*  

     dAdAAdA 2**2* )2(  

 222 2)(  AAAAA  

 222)(  AAA …………………………………………………………    (17) 
يل حافًتييييياؼفد ة      
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Example: 

 
1. (Position) يييييييييييييل حافًتي ِيل كٌضغ  

222)(  xxx  

 dxxx  2*2 ˆ  

2*2 )ˆ( dxxx   

2. (Momentum) ييييييييل حافًتي ِيل سخكي  

222)(  xxx ppp  

 dxpp xx  2*2  

2*2 )( dxpp xx   

 

 

 

 Eigen function and constant of motion                                        ندوال انراذٍح وثىاتد انحسكها

If the Eigen function    of the operator  Â  with Eigen value )(a , then all 

measurements of the observable )(A  lead to the Eigen value )(a   i.e. aA   then theي

observable A  is called (constant of motion) and it is conserved quantity 

 )0( 




t

A
 

 فني اِيارابيىابهيل عف اةيكابيػكلْافتيل  ْافشيل حاِييa)( ْكةيذلجْةيا فسلويسييÂدل ةيذلجْةي لكؤذريييلذليكفوثيل لل ةيي

aAلُيلنيييaضحؤدُيل َيل  ْكةيل بلجْةييA)(جصرُيلاّصفديل  كْةيل ك ظظةي ل عف اةيّ افلي ل ْكاةيي ِياربيىابهي
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ذفسحاةيلاجحغْاريااغيييAًذ ميّؼنِيسفنيل  كْةيل ك ظظةيييconservedسرفسثيظركةيلًيككْوياعف ظوييA)(ل ك ظظوي

0ل سانييي





t

A
Aيي

 لاثثاخ ذنك زٌاضٍا لاحظ ماٌهً

  dAA ˆ*  

يسفخبيامح ةيل طر ْنيسف نطأةي لسان

 


















d

t
AA

t
AA

t
)ˆ( *

*
 ………….. (a) 





















*
*

)ˆ(

ˆ







H
t

i

H
t

i





………………………………. (b)     سفضحاللييل كؼفد ة 

(ييػنيييbنيل كؼفد ةيييسف حؼٌّ يا
t


،ييي

t

 *
ي(يّ ٌنيa ِيل كؼفد ةييييي

 dHA
i

AH
i

A   }ˆˆ)ˆ({ **


  

 ًانيجؼرّ يل كؤذريل يراْحِي لّنفي
 dAHdHA ˆˆ)ˆ(ˆ **

   

   dHAAH
i

AA
dt

d
)ˆˆˆˆ(*


  

In Q.M we assume that      AA    

ييي    dHAAH
i

A )ˆˆˆˆ(*


  ي

  AH
i

A ˆ,ˆ


   ………………………...…………………………………………(18) 

                                          Motion equation ل عركةياؼفد ة  
 

يي  Constant of motionةيّطكَيذفسثيل عركيÂًي

ي

The equation of motion (18) show that the fact the observable Â  to be motion constant 

if its operator are commute with the Hamilton operator.    

يّ ٌنيذفسثيظركةيلذليكفنياحأفدلاياغيل كؤذريل يفالحٌوِيÂلُيلنيل كؤذري

 ي
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Example: Show that the momentum xp  of free particle is constant of motion? 

ي صطْكيظريىٌيذفسثيظركوي؟يxpيلذأثيلنيل سخكيل اطِ

Solution 

 )(
2

ˆ
2

22

xV
xm

H 






    Since free particle                       0)( xV  

 
2

22

2
ˆ

xm
H







 

 pH
i

p ˆ,ˆ


   

)ˆˆˆˆ( HppH
i

p 


  

`  )ˆˆˆˆ( HppH
i

p 


 يييييييييييييي    ِي ر ِيل كؼفد ةييوضر ي

 )}
2

()()()
2

{(
2

22

2

22

xmx
i

x
i

xm

i
p






























  

 }
22

{
3

33

3

33

xm

i

xm

ii
p

















  

 0p                        0p   motion ofconstan p كيىٌيذفسثيظركةييلذنيل سخ   

Prove that:  

 a)   VTE  

يل  ْكةيل كحٌقؼةي لطفقةيل  لْةيجطفًُيل  ْكةيل كحٌقؼةي لطفقةيل عركْةياضففيل ْيفيل  ْكةيل كحٌقؼةي لطفقةيل  فانة.

   (T.D.S.E):يو ح ياؼفد ةيشرًدو ريل كؼحكل يػلَيل سانييانثسهان

 


V
mt

i 





 2
2

2


  

يعٌيل حف ًِسللا ةيل كؤذرلتيّك نيكحفسةيل كؼفد ةيػلَيل ن

  VTE ˆˆˆ   ………………………………… (a) 

 ًلشرلءيل ح فابيسف نطأةي لعصكيوعلبيػلَي:يي*انيل ْطفري ِيييي(a)ًسضر ي ر ِيل كؼفد ةيي
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 dVdTdE   ˆˆˆ ***  

ي   VTE  ًىٌيل كطلٌ ييييي

 

b)    xp
m

x
dt

d 1
 

يا طٌاةيػلَيل  حلوييx ِيًظل يل سانيّطفًُيل  ْكةيل كحٌقؼةيي لسخكي ِيلجصفهييييxجغْرل  ْكةيل كحٌقؼةي ـيي

ي كفيكفني :انثسهان

  dxxx  ˆ*  

  dxx
dt

d
x

dt

d
 ˆ*  

  







 





 d

tt
x )( *

*

………………. (a) 

يي      From T.D.S.Eانياؼفد ةيشرًدو ريل كؼحكل يػلَيل سانييي

 


)(
2

2
2

rV
mt

i 





 
  

ييiي سف  طكةيػلَ

 




i

rV

m

i

t




 )(
2

2 



……………….... (b) 

يًسفخبيل كرل خيل كؼ لي طر ْيف

 




i

rV

m

i

t

*
*2

* )(
2













     ………… (c) 

ي ًسحؼٌّ يقْكحِ
t


،يي

t

 *
ي:يوعلبيػلَييa ِيل كؼفد ةييييc،ييييbانيل كؼفد حْنيي ي

    dxx
m

i
x

dt

d
)(

2
*22*

 (d) ..……..…ي

ي يي:From Greens Theoremيييييييييييسفضحاللييوظرّةيكرّن

 0)()( ***22*   dsxxdxx   
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The boundary condition imposed on    make the surface integral equal to zero 

يّصؼبيل ح فابيل ططعِيّطفًُي ارييل مر يل كعلديػلَيي

The probability of finding the particle outside the volume is equal to zero i.e. the wave 

function    is equal to zero on the surface 

يػلَيل طططي0لُيلنيلظحكف ْةيسٌشٌديل صطْكفتيخفرزيل عصكياطفًُي للاريلُيلنيدل ةيل كٌشةي

       dxdx *22*(  

يّ ٌنييdًسف حؼٌّ ي ِيل كؼفد ةيي

    dxx
m

i
x

dt

d
)(

2
2*2*

……………… (e) 

يً كفيكفن

 xx 2  

ييييييييييييييييييييييييييي   2x  

 
x

xx



 222 ……………. (f) 

ي(e) ِياؼفد ةيييييي(f)اؼفد ةيييوؼٌ ي

  


 


 d

x
xx

m

i
x

dt

d
)2(

2
*2*2*

 

  


 


 d

xm

i *
 

  


  d

x
i

m
)(

1 *   ي

   dp
m xˆ
1 *  

    
m

p
x

dt

d x 
  ًىٌيل كطلٌ         
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     c) ييي 





x

V
p

dt

d
x  

سف نطااأةييV ااِيًظاال يل ااسانيّطاافًُيضااف  يل  ْكااةيل كحٌقؼااةي كمااح ةيل طفقااةيل  فانااةيييxpجغْرل  ْكااةيل كحٌقؼااةي ااـيي

ييx  ظللذِي

 انثسهان 

ي كفيكفن

 


  d

x
ipx )(*   

 


 


 d

xdt

d
ip

dt

d
x

*  

 















 


 d

xttx
ip

dt

d
x )(

*
* ……………. (a) 

يي From T.D.S.Eيييييييػلَيل سانييانياؼفد ةيشرًدو ريل كؼحكل 

 


)(
2

2
2

rV
mt

i 





 
  

يiسف  طكةيػلَي

 




i

rV

mit




 )(
2

2 






……………….... (b) 

يسفخبيل كرل خيل كؼ ل

 




i

rV

mit

*
*2

* )(
2










…….……….. (c) 

يوعلبي:ي (a)(يي ِيل كؼفد ةيc،يييي(b) وؼٌ ياؼفد ةيي

 









 


 d

xi

V

mii

V

mix
ip

dt

d
x ])

2
()

2
([ **22*








  ي

 

















 








 d

x
V

xm
V

xxm
p

dt

d
x ]

22
[ **2

2
*2*

2 
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Apply Greens theorem on the second term  

يلُيلني.ِيًل بُيّطفًُي اريككفيسْنفيضفس فسحطأْخيوظرّةيكرّنيػلَيل عليل رفوِيًجعٌّلويل َيج فابيضطعي

 ds
xx

d
xx




















 ][][ **2**2 










 

     0  

يلافيج فابيل عليللاًلي يٌيّطفًُ







 d
x

V
x

V

x
V














 

** )((  

 d
x

V
p

dt

d
x  


 *  







x

V
p

dt

d
x  ًىٌيل كطلٌ   

 

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي

ي
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 Solution of T.D.S.E                                                          يمعرمدج عهى انزمهانشسودوكسحم معادنح 

t

tr
itrrVtr

m 




 ),(
),()(),(

2
2

2 
 


 (8)ي…...…………………..…………ييييي

سكاافيلنياؼفد ااةيشاارًدو ريل كؼحكاال يػلااَيل ااسانيىااِياؼفد ااةيجافضاالْويشسةْااةيااانيل رجأااةيل رفوْااةي اافني رّ ااةي لاابي

يل كحغْرلتيّك نيلنيجطحاليي عبيىبهيل كؼفد ةي:يلُيلن

)()(),( trtr    

t

t
r

t

tr








 )(
)(

),( 



 (a) .……………ي

)()(),( 22 rttr   …………... (b) 

يوعلبيػلَي8 ِياؼفد ةيييييي(b)،يييي(a)وؼٌ يانيي

 
t

t
ritrrVrt

m 




 )(
)()()()()()(

2
2

2 
 


 

),(و طكيػلَي trيوعلبيػلَي

 )(
)(

)(
2

)(
)(

1 22

rV
r

r

mdt

td

t
i 











  

ًكبي رفيّص يلنيّأ َيي،لانيلنيل طرفيللاّطريّؼحكليػلَيل سانيسْنكفيل طرفيللاّكنيّؼحكليػلَيل كٌضغو ظعيل

يرفسثيواطو رفيّطفًُيل ك للريل ذفسحفي  ِيجأ َيل كؼفد ةي عْعويلذل يكبي

 E
dt

td

t
i 

)(

)(

1 


     ………………………………………………………….. (19) 

 )()()(
2

2
2

rErVr
m

 


 

ي19ًللانيلشرلءيل ح فابيػلَيل كؼفد ةيي

 



tt

dtE
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00 )(
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


 

 Et
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t
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


0
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


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tE

i

et 


 )()(  …………………………...……..…………………....…..… (20) 

 })(){(),(
tE

i

ertr 


  ………………………..………….................…… )02(   

Let 1)(   

 
tE

i

ertr 



 )(),(   

 1)()(),(),( ** 


  dererdtrtr
tE

i
tE

i

  

يًانويوطحنحس

1)()(*   drr  

ّصااا يلنيج اااٌنيػْفرّاااةيلّضااافي.يً كااافيكفواااثيلظحكف ْاااةيل علاااٌليػلاااَيشطاااْكيجحنفضااا يااااغيييr)(لُيلنيل لل اااةيي

),(),(* trtr ًلنيللاخْر يجطفًُيي)()(* rr ًىبليّؼنِي ْسّفًّافيلنيلظحكفلّاةيل علاٌليػلاَيل صطاْكي اِيي

يو طةيلاجؼحكليػلَيل ساني.ي

)02(ل صطْكيل بُيدل حويل كٌشْةيسف لْغةي ي ّ فليػنويلووي ِيظف ةياطح ر يStationary stateيي

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ي

ي

ي

ي

ي

ي
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Properties of Energy Level and Wave Function –Degeneracy 

 الاوحلال  -صفاخ مسرىٌاخ انطاقح ودوال انمىجح 

ي

Degeneracy:  is the case when there are more than one wave function corresponds toيthe 

same eigen value 

ي:ـيىِيل عف ةيل حِيّ ٌني ْيفيلكرريانيدل ةيذلجْويج فسبيواصيل  ْكةيل بلجْة.ييالاوحلال 

ي

سعْاديج اٌنيىابهيل الًللييnلكرارياانيدل اةياٌشاةيًلظالهيييnE ِيظافلاتياؼْناويّرل اخياطاحٌٍي فقاةياؼاْنيارابيي

(يً اِيارابيىابهيل عا تيّطاكَياطاحٌٍيل طفقاةياانع ي(linearly independentاطح لةيخطْفيػنيسؼضيفيل أؼ ي

Degeneracyًدرشةيللاوع ليييdegree of Degeneracy ل كطح لويل كرل  وي اب مييل كٌشْةيجطفًُيػلديل لًلليي

 اافنيػالديل االًلليل كطا لويضااْ ٌنييييNاانع يسلرشااةيلوعا ليجطافًُييييnEل كطاحٌٍ.ي كار يلذليكاافنياطاحٌٍيل طفقااةي

ييNاطفًّفي ـييي

1
n 2  ي,ييي

n 3  ,يي
n ,يي ...............ييييي , N

n  

يل حركْ يل اطِي يبهيل لًلليىِ

 



N

i

i
npi

p
n c

1

   Np 1  (21)يييييييييييييييييييييييييييييييي               

ي ؼْفرّةيًل حؼفالللنياصكٌػةيل لًلليل كٌضعةيسف ؼ قةيلػ هيجاضغي مر ي

 pqnm
q
m

p
n d   }{}{ *  (22)يييييييييييييييييييييييييييييييي                

 لنيلظحكف ْةيلنيػكلْةيل  ْفشيضحؤدُيل َيل  ْكةيل بلجْةيnaيجؼرفيسف ؼ قةيل حف ْةي:ي





d

d
p

n
n *

2*

  

For normalizedي 

2*  dp nn   

(يلنيقْكااةي ياابلي(Overlap integralا ظظاةيلنيل ح فااابي اِيل ؼ قااةيل رّفضااْةيللاخْار يّطااكَيسح فاابيل حااللخبيييي

يبيقْكةي وي ارًلقي1ل ح فابي
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ي  

 

2ي,يي1:يلذليكفني لّنفياصكٌػةيانيل لًللييملاحضح  , 3يجل يظفلاتيوظافيي يابهيل الللاتيجالػَيسف الللاتي.....

2aي,يي1aل بلجْةي لنظفييًل  ْكيل بلجْةي يبليل نظافييىاِي  , 3aيػلاَيل حاٌل ِي.ي ؼنلةابيّك انيكحفساةيل لل اةيل صلّال ي.....ي

 تيل بلجْةيسف م بيللاجِل حِيجكربيل كصكٌعيل اطِي للللا


n

nnnn ccccc  ...........332211  

ي)ي( linear superposition principleجطكَيىبهيل ؼ قةياألأيل حركْ يل اطِيي

يىٌياؼفابيل علي ِيجلميل لعظةيnc ً يnaجْةيل بلسلةي ل ْكةيف ك لرّةيف ؼْل ةي كٌشةيلىِيدييفىن

يلذأثيلنيللاظحكف ْةيل  لْةيجطفًُياصكٌعيللاظحكف ْفتيل صسةْةي/س 

ي يل كؼفّر وألأيسمر

1
spaceall

*   d  

  
m

mm
n

nn cc 1**   

 1**   dcc mn
n

m
m

n  

 1*  nm
n

m
m

n cc  ييي ifييييييي  1nm   for   mn   

 1* 
n

nn cc  

 1
2


n
nc  

لُيلنيللاظحكف ْةيل  لْةيجطفًُياصكٌعيارسؼفتيل  ْكيل كطل وي لكؼفا تيدلخبيل كا ٌهييللاظحكف ْاةيل صسةْاو(يًّصا ي

 لنيجطفًُيًلظلي ِيكبيللاًقفت

ي
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ي(2 يجطفًُياصكٌعيظف بيضر يللاظحكفي ي  كْةيا ظظة يل كحٌقؼة ي ِلذأثيلنيل  ْكة يل بلجْةييلاتيل صسةْة ل  ْكة

 ل ك فسلةي يف


n

nn acA
2

 

 2
2

21
2

1 acac  

 انثسهان

  dAA ˆ*  

 
m

mm
n

nn dcAc  }{}{ *  

 
m

mm
n

nn dAcc  **  

 
n

mn
m

mmn dacc  **  


n m

nmmmn acc *                                      when 1 nmmn   


n

nnn acc*  

    
n

nn acA
2

 

يل حاطْريل اْسّفًُي لكؼفد ةيلػ هيىٌ

The expectation value of A  is the sum of each eigen value na  times the partial 

probability  
2

nc  of the system to be in that state n  
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)(لذأثيلنيلظحكف ْةيلنيجؤدُيػكلْةيل  ْفشيل َيل  ْكةيل بلجْاةييي( 3 npّحٌلشاليي اطافًّةيل اَيللاظحكف ْاةيل صسةْاةيكاِي

يnيل نظفيي ِيل عف ةيل  كْة

ي

 انثسهان

ي
22*

nnn cdp     ي

2

2211
* )(  dccn    

2*
  dc nnn  

2
nnnc                              1 nmmn   

 
2

nn cp   

ي

 
  انٍحاوحفاض الاحرمانٍح وكثافح ذٍاز الاحرم

Conservation of Probability and Probability Current density 

يسكفيلنيللاظحكف ْةيل  لْةيّص يلنيجطفًُيل ٌلظليل لعْطيلُيلن

1*    dPt  

To proof conservation of probability 


dt

dpt Must be equal zero 

يييانيّص يلنيجطفًُي اراغيل سيtPلاذأفتيلنيللاظحكف ْةيل  لْةيّص يلنيلايجحغْرياغيل ساني فنيل كمح ةي

ي   d
dt

d

dt

dpt *  

                    







 





d

tt
)( *

*

 

يسفضحاللييل كؼفد ةي

 


H
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i ˆ



                        


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
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
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*
*

)ˆ( 


H
t

i 



                *

*

)ˆ( 


H
i

t 





 

    dHH
i

dt

dpt )]ˆ()ˆ[( **


 

   Ĥ   Is Hermitian operator  i.e.  

  dHdH   )ˆ()ˆ( **  

    dHH
i

dt

dpt )ˆˆ( **


 

   0
dt

dpt  

،يظْاديل لااةيىبليّؼنِيلنيللاظحكف ْةيل  لْةيلاجؼحكاليػلاَيل اسانيًجرّنافيل نحْصاةيلّضافيظفشحنافي لكاؤذرلتيل يراْحْاةي

ي.ييلاظحكف ْةيل  لْةيذفسحوياغيل سانل يراْحْةيىِيس فءيل

ي

يProbability Current density                                                                 كثافح ذٍاز الاحرمانٍح

كرف ةيللاظحكفليل كؼطف يانيظف بيضر ييلني  ر  *dpلنيّلطلطيػلْوييجؤدُيل َيل حا ْريسٌشٌديافّك نيي

.يًل طأ ي ِيذ ميىٌيلونفي ٌيجاعلنفيل كأفدايل   ضْ ْةيوصليلوويظْنكفيًشلياايٌييل  رف ةيًشلياايٌييللاظحكف ْةيسحْفر

ةِيخافرزيل حْفريارجأطفياؼوي حغْريكرف ةيشعنفتيكيرسفةْةياغيل سانيضكنيظصكياؼْنيّؤدُيل َيضارّفنيجْافريكيرساف

ي.ل طططيل كعْطيسب ميل عصك

ػلاَيغارلرييلاشورقا  معادنوح الاسورمسازٌحكرف اةيللاظحكف ْاةي اِيل كْ فوْاميل  كاِيا ر يّك نيجؼكْكيفيػلاَياأالأيلنيل 

ي.ؼفد ةيللاضحكرلرّةي ِيل  يرسفةْةا

 *dp يييي نؼحأرللانييكرف ةيللاظحكف ْة  يييي   

ي
ttt

pd













 


 *
*

 

  


H
t

i ˆ



  ,  *

*

)ˆ( 


H
t

i 



   

يًسعبفيل كمح فت

  H
i

H
i

t

pd ˆ)(ˆ ***









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 )ˆˆ( ***  HH
i




 

ييĤًسف حؼٌّ يػني

)(
2

ˆ 2
2

rV
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H 





 

 ]))(
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 rV
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i
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






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  )(
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)(
2

*2***2 rV
i

m

i
rV

i

m

i











  

  2**2

22





m

i

m

i 
 

  2**2

22


mimi


 

 )(
2

*22*  



mi


 

يً كفيكفن

 )( ***22*  


 

 )(
2

. **  


midt

dpd  

 0)(
2

. **  


midt

dpd  

 

يسف ؼأفر يjييكْةً نؼرفيل  

 )(
2

**  


mi
j  

ي

 ًوطكْيفياحصويجْفريللاظحكف ْة

    0.  j
dt

dpd


 (23)يييييييييييييييييييييييييي              

                                              
ي.ٌد ي ِيل  يرسفةْويًل رراٌدلّنكمسكؼفد ةيللاضحكرلرّةيًىِيشأْيةي حلميل كٌشي23جطكَيل كؼفد ةي



 38 

يلػ هيل حاطْر ي لكؼفد ة يجْفرييجؼنِيل اْسّفًُ يكرف ة يسطأ يشرّفن يوفجس يللاظحكف ْة يكرف ة ي حغْر يل سانِ يل كؼلل سفن

 .ليجغْْريجٌلشليل صطْكيدلخبيل طططللاظحكف ْةيًل بُيج فالويظٌليضططياغلخيّص يلنيّطفًُياؼل

 

 Quantized States                                                                                      انحالاخ انمكممح

 اوياحكْاس ي ْ افليػنيافي ناطيفيًسلاٌر يدقْ اةيقاْكياؼري،جحابيسؼ يل  كْفتيل للّنكْ ْةيياربيل طفقةيًل سخكيل سلًُ(

يّطحعْبي ِيلكرريللاظْفنيلانيجطأْخيلضصيل كْ فوْميل  كِيػلَيانظٌاةياؼْنةيّؼطاِيغف أافي.يىبليل طلٌهلويفيا ككة

يييقْكياحٌقؼةي(يفتجٌزّغي يبهيل  ْكيل حِيوعلبيػلْيفيوحْصةيل  ْفض

ّنكْ ْاةياؼر اةيل  ْكاةيجكفاافيًىابهيل الًلليجع اخيلدلذليىنف ميوٌعيانيدًلليل كٌشةيج فسبيل عف ةيل حِيج اٌني ْيافيككْاةي

يل كؼفد ةيل حف ْة

  aA   

ييaاؼر ويجكفافيسف  كْةييييAييذفسثيظ ْ ِيػنلةبيج ٌنيل  كْةييaظْديي

يً لأرىنويػلَيذ ميوعط يل  ْكةيل كحٌقؼو

   dAA *  

   da*  

   da *  

  aA   

يًكب مي فن

   dAAA )ˆ(ˆ*2  

           daÂ*  

           dAa ˆ*  

           daa *  

           da *2  

يي 22 aA   

 222)(  AAA  
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 022  aa  

ييaاؼر ةيسف  ْكويل لقْ وييييAسبيلنييييAسؼأفر يلخرٍي لْصيىنف ميلُيشمييلًيلادقة(ي ِيقْكةيي

  Parity                                                                                                                           انرماثم

جحل يدًلليل كٌشةي ِيلكرريللاظْفنيسلاةيايكةيجلؼ يدًرليلضفضْفي ِيل ظٌلىريل اْسّفًّوياافدىفيلنيل لًلليجكحلامي

يطةيللا بشي ِيللاظللذْفتيخ ليو سف نطأةي  وؼ في(odd)ً ردّفيي(even)ػلَيل حنفً يجنفظرليزًشْفي

ي

( ) even parity

( )

( ) odd parity

x

x

x










 
 

 

 

Example 1 

 xxy sin)(   

 )sin()( xxy   

 )(sin)( xyxxy   

Example 2 

 xxy cos)(   

 )cos()( xxy   

 )(cos)( xyxxy   

)()(احنااافظر يلُيلنييxV)(لذليكفواااثي xVxV فقاااةيغْاااريانعلاااوي ح اااٌنيكااابيل علاااٌلي كؼفد اااةيطًاطاااحٌّفتيل ي

يشرًدو ريل غْرياؼحكل يػلَيل سانيجأخبيل م لْن

)()(لافييييييييييي xx  ي    

)()(لًييييييييييي xx  ييي

يرًدو ريل غْرياؼحكل يػلَيل سانجع خياؼفد ةيشيx)(ً كفيكفوثي

)()()()(
2

2
2

xExxVx
m

 


 

ي ي x- سـيx ًػنليلضحأللليي
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 )()()()(
2

2
2

xExxVx
m







 

)(ًسكفيلني xيي،)(xًشا يلنييغْارياؼحكال يػلاَيل اسانجع خياؼفد ةيجافضلْةيًلظل يًىِياؼفد اةيشارًدو ريي

 يّ ٌني

 )()( xrx n  ……………….  

ي ي x- سـيx ضحألللييذفسثيًسفييnrظْديي

 )()( xrx n    

يوصليلنيًسفضحالييل كؼل ةي

 )()( xrrx nn    

 )()( 2 xrx n                        1nr  

يّ ٌنيnrًسف ؼؼٌّ يػنيي)(يًسف رشٌعيل َيل كؼفد ة

 )()( xx    

)()(ييً اااِيل عف اااةيل حاااِيّ اااٌني ْياااف xx  يّ ااافلي للل اااةيييللاخااارٍيجكفذااابيزًشاااِيسْنكااافي اااِيل عف اااةيي

)()( xx  ي.ّ فليلني يفيجكفذبي ردُيي

ىاٌييx)((يل بُيظف بيجأذْرهيػلاَيل لل اةي(Reflection operatorييR̂ ًّك ننفيللانيلنيوؼرفياؤذريللاوؼ فشي

يي  x-سـييx  للييلضحأل

 )()(ˆ xxR   
 
 
Reflection operator: is that operator when operate on such function convert it around 

the origin i.e. )()(ˆ xxR   

يسف م بيل حف ِي)(يطيّك نيكحفسةيل كؼفد ةسحعٌّريسطْ

)()()(ˆ xxrxR n    

يؼفد ةيلػ هيّ ٌنػلَي ر ِيل كيR̂،يً ٌيلذروفيللانيار يلخرٍيسف كؤذريجكربيل  ْكيل بلجْةي لحكفذبيnrظْدي

)(ˆ))(ˆ(ˆ xrRxRR n   

يييييييييييييييي )(ˆ xRrn   
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يييييييييييييييي )(2 xrn   يي

يًسناصيل ٌقث

 )(ˆ))(ˆ(ˆ xRxRR    

يييييييييييييييي  )(x  

   112  nn rr  

ىناافيي,لًي ردّاةيxًىابليّؼنااِيلنيدًلليل كٌشاةي لحكفذاابيلاافيلنيج ااٌنيزًشْاةي ااِيي1لُيلنيل  اْكيل بلجْااةي لحكفذابيىااِي

1nrىِيل  ْكيل بلجْةي لكؤذرييR̂سْنكفيي)(xيىِيل لل ةيل بلجْةي

Example 

 Let 2)( xx   

 1)()(ˆ 22  nrxxxR  

ˆ)(لذليكفنيل كؤذرييس( xHيل كؤذريل يفالحٌوِ(يدل ةيزًشْةي ِييxلُيلنيي)(ˆ)(ˆ xHxH أرىنيلوويّحأافدليااغييي 

يياؤذريللاوؼ فش(ييR̂ل كؤذري

ييييي

 :انثسهاني

)()(ˆ))()(ˆ(ˆ xxHxxHR    

          )()(ˆ xxH    

ييييييييييييييييييييي )(ˆ)(ˆ xRxH   

يًػلْوي فن

)(ˆ)(ˆ)()(ˆˆ xRxHxxHR    
 لذني

0)()ˆ)(ˆ)(ˆˆ(  xRxHxHR   

يّطفًُي اريĤ،ييR̂ لكؤذرّنييĈلُيلنيل كطحأللي

 0ˆˆˆˆˆ  RHHRC  
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Q1) Establish the operator equation 

a)   
x

xxnx
x

nnn








 1   

b)   and hence show that : 

      1],[ 


 nn xnx
x

 

Solution:  

 a)   For any function of   x , say )(x  one can write: 

 ))(()()( xx
x

xx
x

nn 








 

          
x

x
xxxn nn




  )(

)(1 
  

Since this equation must valid for any function of x , thus the operator equation is : 

 
x

xxnx
x

nnn








 1  

b) 

 )()())(()(],[ x
x

xxx
x

xx
x

nnn 













 

 
x

x
x

x

x
xxnx nnn









  )()(

)(1 
  

 )(1 xnxn   

Hence the tow operators nx
x

,



 are not commute, and the corresponding commutator 

operator is, i.e.  1],[ 


 nn xnx
x

 

ي

ي

ي
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Q2)  Evaluate ],[
n

n

xx 






 

Solution:  

 )()()()()(],[ x
xx

x
xx

x
xx n

n

n

n

n

n



























 

 )
)(

()
)(

(
x

x

xx

x

x n

n

n

n




















 

 
1

1

1

1 )()(


















n

n

n

n

x

x

x

x 
 

 0  

The tow operators  
x


 and 

n

n

x


are not commute 

 

Q3)  Show that 
2

2

1

)(
x

ex


 is an eigen function of the operator 2
2

2

x
x





 and find the 

corresponding eigen value? 

 
Solution:  

 )()(ˆ xaxA nnn    

 
2

2

1
2

2

2

)(
x

ex
x







  

 
22

2

1
22

1

2

2 xx
exe

x







  

 
22

2

1
22

1

)(
xx

exex
x







  

 
222

2

1
22

1
22

1
xxx

exexe


  

 
2

2

1
x

e


  
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 )(xn  

Since the function 
2

2

1

)(
x

ex


 remain unaltered under the operator, thus it is an eigen 

function of  Â   and its corresponding eigen value is 1na  

 

Q4)  Show that 
x

xV
ixVpx






)(
)](,[   

))()(()](,[ xxx pxVxVpxVp   

)())()(()()](,[ xpxVxVpxxVp xxx   ي            )(x وضر ي ِيي  

)()()()( xpxVxxVp xx    

  
x

ipx



   

 )()()())()(( x
x

ixVxxV
x

i 








   

 
x

x
xVi

x

xV
xi

x

x
xVi
















)(
)(

)(
)(

)(
)(





  

 )(
)(

x
x

xV
i 




   

     
x

xV
ixVpx






)(
)](,[   
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لنيل كؤذريل يكلحٌوِي لصطْكيل عرييسرىنييي(5س 
2

22

2
ˆ

dx

d

m
H


يىٌياؤذريىراْحِي

 انجىاب:

لذليكفني
2

22

2
ˆ

dx

d

m
H


يىراْحْفي طٌفيّع خيل ؼ قة:ي

 dxAdxA nmmn
** )ˆ(ˆ  









  

يانيل طرفيللاّطر

 dx
dx

d

m
dx

dx

d

m
m

nmn 2

2
*

2

2

22
*

2
)

2
(


 












 
 

يًسفضحاللييل ح فابيسف حصسةةيوار يلن

 nu   ، dx
dx

d
dv m

2

2
  

   dx
dx

d
du n

  ، mdx

d
v   

 












 duvuvdvu  

 dx
dx

d

dx

d

mdx

d

m
nm

nn )()(
22

*2
**

2 
 











 

يًسكفيلنيدل ةيل كٌشةياعلد ي فنيل عليللاًليّح شَ

 dx
dx

d

dx

d

m
nm )()(

2

*2 








 

 ار يذفوْةيل ح فابيسف حصسةةًسحطأْخي

dx

d
u n

*
  ، dx

dx

d
dv m

  

   dx
dx

d
du n

2

*2
  ، mv   
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 dx
dx

d

mdx

d

m
n

m
n

m 2

*22*2

22





 










 

 

يًار يلخرٍيّح شَيل عليللاًلي ناصيل طأ يل طفسخ

 dx
dx

d

m
n

m )
2

(
2

*22 



 





 

 dx
dx

d

m
n

m
*

2

22

)
2

(





 




 

 dxH nm
*)ˆ( 





  

  لصطْكيل عريىٌياؤذريىراْحِيĤل كؤذريل يكلحٌوِلذني

 

xeAلذأثيلنيل لل ةيي(6س   ذلجْةي لكؤذريييىِيدل ةيي
xdx

d

xxd

d
F

22ˆ
2

2

ظْديلنيييAيي،يذٌلسثي

ي

 انحم:

 )(
2

)(
2

)(ˆ
2

2
xxx eA

x
eA

dx

d

x
eA

xd

d
F  
    

 )(
2

)(
2ˆ 2 xxx eA

x
eA

dx

d

x
eAF  

    

 xeA
xx

F 
 











22ˆ 2  

 xeAF   2ˆ  

  2ˆ F  

 2ْكةيذلجْةييىِيدل ةييذلجْةيًس يلُيلنيل لل ةي
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Q7) Verify the operator equation 

1. 1))(( 2
2

2

 y
dy

d
y

dy

d
y

dy

d
 

2. 1))(( 2
2

2

 y
dy

d
y

dy

d
y

dy

d
   H.W     ًواجة تٍر      

Solution:  

1)        )())(( yy
dy

d
y

dy

d
n  

 })()(){( yy
dy

d
y

dy

d
n  

 })(
)(

){( yy
dy

yd
y

dy

d
n

n 


  

 })(
)(

{})(
)(

{ yy
dy

yd
yyy

dy

yd

dy

d
n

n
n

n 





  

 )(
)(

)(
)( 2

2

2

yy
dy

yd
yyy

dy

d

dy

yd
n

n
n

n 





  

 )(
)()(

)(
)( 2

2

2

yy
dy

yd
y

dy

yd
yy

dy

yd
n

nn
n

n 





  

 )()1()()(
)( 2

2

2
2

2

2

yy
dy

d
yyy

dy

yd
nnn

n 


  

Since )(y  is an arbitrary function of y, so we can write the operator equation as: 

1))(( 2
2

2

 y
dy

d
y

dy

d
y

dy

d
 ًىٌيل كطلٌ              
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Q8) Show that xp
m

i
xH ˆ]ˆ,ˆ[


  

Solution: 
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