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 المعادلات التفاضلية الاعتيادية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى  

 Linear Differential Equationsالمعادلات التفاضلية الخطية 

 ان المعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة الأولى يمكن التعبير عنها بالصيغة  

𝒂𝟏(𝒙)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒂𝟎(𝒙)𝒚 = 𝒃(𝒙)  . . . . . . . . (𝟏) 

,𝑎1(𝑥)حيث   𝑎0(𝑥), 𝑏(𝑥)    تعتمد فقط على المتغير المستقل𝑥    وليس على المتغير𝑦    وكمثال

 على ذلك المعادلة التفاضلية 

𝒙𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − (𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝒚 = (𝐬𝐢𝐧 𝒙)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

 خطية لأننا يمكن ان نكتبها بالصورة 

(𝐬𝐢𝐧 𝒙)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ (𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝒚 = 𝒙𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

 والمعادلة التفاضلية 

𝒚
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ (𝐬𝐢𝐧 𝒙)𝒚𝟑 = 𝒆𝒙 + 𝟏 

 .(1)ليست خطية لأنه لا يمكن كتابتها بصيغة المعادلة 

 ان الصيغة القياسية للمعادلة التفاضلية الخطية يمكن كتابتها بالشكل 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒑(𝒙)𝒚 = 𝒇(𝒙) … … … (𝟐) 

 . 𝑦وتعد المعادلة أعلاه خطية بالنسبة للمتغير  

عندها   𝑥قد تكون المعادلة التفاضلية خطية بالنسبة الى أي متغير اخر كأن يكون  ملاحظة: 

 بالشكل (2)تصبح المعادلة التفاضلية  

𝒅𝒙

𝒅𝒚
+ 𝒑(𝒚)𝒙 = 𝒇(𝒚) 

 .𝑥وتسمى المعادلة أعلاه معادلة تفاضلية خطية بالنسبة لــ 
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 طريقة حل المعادلات التفاضلية الخطية
 .(2)ن تضع المعادلة الخطية بالصيغة المذكورة في المعادلة أتذكر  (1

𝜇من الصيغة القياسية للمعادلة نجد عامل التكامل   (2 = 𝑒∫ 𝑝(𝑥)𝑑𝑥. 

 نعوض عامل التكامل في العلاقة  (3

𝝁. 𝐲 = ∫ 𝝁. 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 … … … (∗) 

 .𝑦نجري التكامل في الطرف الأيمن فنحصل على الحل  (4

حل المعادلة التفاضلية مثال: 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 3𝑦 = 0 

 الحل: 
𝑝(𝑥)نلاحظ ان المعادلة بالصيغة القياسية لذا نحلها مباشرة حيث  = −3  , 𝑓(𝑥) = 0   

 نجد عامل التكامل والذي يساوي 

𝝁 = 𝒆∫ 𝒑(𝒙)𝒅𝒙 = 𝒆∫ −𝟑𝒅𝒙 = 𝒆−𝟑𝒙 

 فنحصل على   (∗)نعوض عامل التكامل في العلاقة 

𝒆−𝟑𝒙𝒚 = ∫ 𝒆−𝟑𝒙. (𝟎)𝒅𝒙 ⟹ 𝒆−𝟑𝒙𝒚 = 𝐜 ⟹ 𝐲 = 𝐜𝒆𝟑𝒙 

𝑥حل المعادلة التفاضلية  مثال:
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 4𝑦 = 𝑥6𝑒𝑥 

 الحل: 
 المعادلة المطلوب حلها ليست بالصيغة القياسية لذا يجب تحويلها الى الصيغة القياسية ثم حلها 

 نحصل على  𝑥بالقسمة على  

𝒅𝒚

𝒅𝒙
−

𝟒

𝒙
𝒚 = 𝒙𝟓𝒆𝒙 

 الان نجد عامل التكامل 

𝝁 = 𝒆− ∫
𝟒
𝒙

𝒅𝒙 = 𝒆−𝟒 𝐥𝐧 𝒙 = 𝒆𝐥𝐧 𝒙−𝟒
= 𝒙−𝟒 

 ينتج  (∗)بتعويض عامل التكامل في العلاقة 

𝒙−𝟒𝒚 = ∫ 𝒙−𝟒𝒙𝟓𝒆𝒙𝒅𝒙 ⟹ 𝒙−𝟒𝒚 = ∫ 𝒙𝒆𝒙𝒅𝒙 

 

 وبتكامل الطرف الأيمن بالتجزئة نحصل على 
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𝒙−𝟒𝒚 = 𝒙𝒆𝒙 − 𝒆𝒙 + 𝒄 

 نجد أن  𝑥4وبضرب طرفي المعادلة بالحد 

𝒚 = 𝒙𝟓𝒆𝒙 − 𝒙𝟒𝒆𝒙 + 𝒄𝒙𝟒 

 وهو الحل العام للمعادلة.

 تمارين )تحل في المحاضرة( 
 حل المعادلات التفاضلية التالية: 

𝟏) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ (

𝟒

𝒙 + 𝟐
) 𝒚 =

𝟔

(𝒙 + 𝟐)𝟐
 

𝟐) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒚 = 𝒙 

𝟑) 
𝒅𝒙

𝒅𝒚
+ (

𝟒

𝒚 + 𝟏
) 𝒙 =

𝒚

𝒚 + 𝟏
 

𝟒) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
−

𝟐𝒙

𝟏 + 𝒙𝟐
𝒚 = 𝟏 + 𝒙𝟐 

𝟓) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
−

𝟏

𝒙
𝒚 = 𝟏 

𝟔) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− (𝐭𝐚𝐧 𝒙)𝒚 = 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

𝟕) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+

𝟏

(𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐
𝒚 =

𝟏

(𝐜𝐨𝐬 𝒙)𝟐
𝐭𝐚𝐧 𝒙 

𝟖) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒙𝒚 = 𝟐𝒙𝟐 

𝟗) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 = 𝒙𝒆−𝒙 

𝟏𝟎) 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟐𝒚 = 𝒙𝒆𝒙 

𝟏𝟏) 𝒙(𝒙 − 𝟏)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ (𝟐 − 𝒙)𝒚 = 𝟐𝒙 − 𝟏 

𝟏𝟐) 𝒙(𝒙 − 𝟏)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ (𝟐 − 𝒙)𝒚 = 𝒙𝟐(𝟐𝒙 − 𝟏) 

𝟏𝟑) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+

𝒚 𝐥𝐧 𝒚

𝒙 − 𝐥𝐧 𝒚
= 𝟎 
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 HOMEWORKواجب بيتي  

 أوجد الحل العام أو الخاص للمعادلات التفاضلية التالية:

𝟏) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

𝟐) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒙𝒚 = 𝟐𝒙, 𝒚(𝟎) = 𝟑 

𝟑) 𝒙 𝐥𝐧 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 = 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 

𝟒) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒚 𝐭𝐚𝐧 𝒙 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 , 𝒚 (

𝝅

𝟑
) = 𝟎 

𝟓) (𝟏 + 𝒙𝟐)𝒅𝒚 = (𝐭𝐚𝐧−𝟏 𝒙 − 𝒚)𝒅𝒙 

𝟔) 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

𝟕) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 𝐜𝐨𝐭 𝒙 = 𝟓𝒆𝐜𝐨𝐬 𝒙 

𝟖) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 𝐜𝐨𝐭 𝒙 = 𝒆𝐜𝐨𝐬 𝒙 

𝟗) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒙𝒚 = 𝟐𝒙𝟑 

𝟏𝟎) (𝒙 + 𝟏)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒚 = 𝒆𝟑𝒙(𝒙 + 𝟏)𝟐 

𝟏𝟏) (
𝒆−𝟐√𝒙

√𝒙
−

𝒚

√𝒙
)

𝒅𝒙

𝒅𝒚
= 𝟏 

𝟏𝟐) 𝒚 𝐥𝐧 𝒚 𝒅𝒙 + (𝒙 − 𝐥𝐧 𝒚)𝒅𝒚 = 𝟎 

𝟏𝟑) (𝟏 + 𝒚)𝟐𝒅𝒙 = (𝒕𝒂𝒏−𝟏𝒚 − 𝒙)𝒅𝒚 

𝟏𝟒) 𝒓 𝐬𝐢𝐧 𝜽 𝒅𝜽 + (𝒓𝟑 − 𝟐𝒓𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝐜𝐨𝐬 𝜽)𝒅𝒓 = 𝟎 

𝟏𝟓) 𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

𝟏𝟔) 𝟑𝒙(𝟏 − 𝒙𝟑)𝒚𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ (𝟐𝒙𝟐 − 𝟏)𝒚𝟑 = 𝒂𝒙𝟑 
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𝟏𝟕) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝒚 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝟏 

𝟏𝟖) 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝒚 𝐜𝐨𝐬 𝒙 = 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

𝟏𝟗) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 𝐜𝐨𝐭 𝒙 = 𝒆𝐜𝐨𝐬 𝒙 

𝟐𝟎) 𝒙𝟑
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟒𝒙𝟐 𝐭𝐚𝐧 𝒚 = 𝒆𝒙 𝐬𝐞𝐜 𝒚 

𝟐𝟏) 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚(𝟏 + 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙) = 𝒙 

𝟐𝟐) 𝟑𝒚𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒙𝒚𝟑 = 𝒙 

𝟐𝟑) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒚

𝟐𝒙
+

𝒙𝟐

𝟐𝒚
 

𝟐𝟒) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 = 𝒆−𝒙 

𝟐𝟓) 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒚 = −𝟐𝒙 

𝟐𝟔) 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒚 = 𝟐 

𝟐𝟕) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝟐𝒙𝒚 = 𝟐𝒙𝟑 

𝟐𝟖) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+

𝟑

𝒙
𝒚 =

𝟏

𝒙𝟒
 

𝟐𝟗) 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟐𝒙𝟐𝒚 + 𝒚 𝐥𝐧 𝒚 

 Bernoulli Equationمعادلة برنولي 

 المعادلة التفاضلية بالصيغة 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒑(𝒙)𝒚 = 𝒇(𝒙)𝒚𝒏 … … … (𝟏) 

 . معادلة برنوليأي عدد حقيقي تسمى  𝑛حيث 
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𝑛كانت   إذالاحظ انه   = 𝑛أو   0 = معادلة تفاضلية خطية لذا يجب ان تكون   (1)فأن المعادلة   1

𝑛 ≠ 𝑛لكي تكون المعادلة غير خطية ويمكن أن تكون    1 =
1

2
ولإيجاد   حقيقية،  𝑛بما أن قيمة    

 الحل لمعادلة برنولي نتبع الخطوات التالية:

 فتصبح المعادلة بالشكل 𝑦𝑛نقسم حدود المعادلة على  -1

𝟏

𝒚𝒏

𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒑(𝒙)𝒚𝟏−𝒏 = 𝒇(𝒙) 

⟹ 𝒚−𝒏
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒑(𝒙)𝒚𝟏−𝒏 = 𝒇(𝒙) … … … (𝟐) 

𝑧حيث  𝑧الى  𝑦نغير المتغير المعتمد من   -2 = 𝑦1−𝑛 . 

 فنحصل على  𝑥نشتق بالنسبة الى   -3

𝒅𝒛

𝒅𝒙
= (𝟏 − 𝒏)𝒚−𝒏

𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

⟹
𝟏

𝟏 − 𝒏

𝒅𝒛

𝒅𝒙
= 𝒚−𝒏

𝒅𝒚

𝒅𝒙
… … … (𝟑) 

𝑧والمقدار  (3)نعوض المعادلة  -4 = 𝑦1−𝑛  فنحصل على  (2)في المعادلة 

1

1 − 𝑛

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ 𝑝(𝑥)𝑧 = 𝑓(𝑥) 

والمعادلة الناتجة أعلاه معادلة تفاضلية خطية يمكن حلها بإيجاد عامل التكامل كما درسنا في  

 ة. بعالمحاضرة السا

 تمارين )تحل في المحاضرة( 
 العام للمعادلات التفاضلية التالية:أوجد الحل 

𝟏) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝟐𝒙𝒚 = 𝟐𝒙𝒚𝟐 

𝟐) 
𝒅𝒙

𝒅𝒚
− 𝒙𝒚 = 𝒙𝟐𝒚𝟑 

𝟑) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
− 𝒙𝒚 = 𝒙𝟑𝒚𝟐 

𝟒) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒚

𝟐𝒙
+

𝒙𝟐

𝟐𝒚
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𝟓) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒙𝒚 = 𝒙𝟑𝒚𝟑 

𝟔) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒚

𝟐𝒙
+

𝒙𝟐

𝟐𝒚
 

𝟕) 𝒙𝟐
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 

𝟖) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒙𝟑𝒚𝟐 + 𝒙𝒚 

 HOMEWORKواجب بيتي  
 أوجد الحل العام أو الخاص للمعادلات التفاضلية التالية:

𝟏) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+

𝟏

𝟑
𝒚 = 𝒆𝒙𝒚𝟒 

𝟐) (𝒙𝟑𝒚𝟐 + 𝒙𝒚)𝒅𝒙 = 𝒅𝒚 

𝟑) 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 𝐭𝐚𝐧 𝒙 = 𝒚𝟑 𝐬𝐞𝐜 𝒙 

𝟒) 𝒙𝒚(𝟏 + 𝒙𝒚𝟐)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟏 

𝟓) 𝐬𝐞𝐜𝟐𝒚
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒚 = 𝒙𝟑 

𝟔) (𝒙𝟑𝒚𝟑 + 𝒙𝒚)𝒅𝒙 = 𝒅𝒚 

𝟕) 𝒙𝒚(𝟏 + 𝒙𝒚𝟐)
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝟏 

𝟖) 𝒙
𝒅𝒚

𝒅𝒙
+ 𝒚 = 𝒚𝟐 𝐥𝐧 𝒙 


