
 

 

 لثــامنــــــــــــــــــــة رة اــــــاظ ــــالمــح 
 

         Lagrange’s Equationsمـعـادلات لاكرانج  

 

ملةا منيدةامتم طريقةاJoseph Louis Lagrangeيسالاكرايجاا ا ريمضففيمااا نري ففزاف ليعا ااااكتشففعالم  

 Generalizedاااااالاحداثيمااا معممةمناخلالاا فففتخدا ااا دييمميكيةاامعمدلاااحركةافميعاا ميظ مماااااد لإيفم

Coordinatesاحداثيما·ا قداتك ناهذه،اديكمرتيع،ااااانام ضفعاا ف في ا زاا نضفممايمكناتعيييعاتعييماكمملااثثلا ا

 قطااذااكمناا ف ففي امقيدااا يحتمجاا ىااحداثيمناا,امختمرةاثصفف رةاملاةمةاااثرامترااايةاثلاثةااااكر ية،اا ففط ايية،

زااثا اميحيزاثمثاا عيدةذايكنزااحداااا ف ي ايتحركاللىاخطام تقي اا حركةا زام ت ا ا طحاثمثا·اثييممااذااكمن

مناالاحداثيماا تعيينام اضفعاااا3Nا ىاااامناا ف فيمماايحتمجاثصف رةالممةااNةامتك يةامناميظ م ىاحم ةاااا احد.

افميعاا ف يمماا زا قاا احد

 ميظ مةامعيية·ا  فف عايرملا هذهاالاحداثيمااااا تعييناا شففكلاا عم اnةالممةاأصفف رالددامعينا ر يتطلباثصففا

اثم رم ل

nq3………..اq, 2  q,  1q 

مذاا لا يةاا ام ففم ةا ااKqالاحداثزاااا.اقدايك نgeneralized coordinatesيمااا معممةاث ا تزات ففمىاثملاحداا

الاحداثيماااااةام فففتقلةالن راىااحداثزاانايت ييراثصفففاااثإمكمنا ميظ مةاا عم ،اااايناشفففكليأ ىاتعااثملإضفففم ةكمنا

اn  زاهفذهاا حفم فةاي فففففم ىالفدداالاحفداثيفمااااااholonomicاا كمفاثفميهفماه   ي ااةا ميظ مفاالاخرىا عيفدةفذايقفملالنا

 لدد

 ي فففففااه   ي كا،الااتت يرافميعاالاحفدااااميظ مفة  زاااايظ مفةا.م لاااdegrees of freedomاا  درففمااا حريفة

 ،ااضعضهماا ثعثم تقلةالنااااثيماايص رة

ةاللىاامفاا فديكفمرتيفعاكفد الا لاحفداثيفمااا معمااةامناف فففففي ا احفد،ا يمكناكتفمثفةاالاحفداثيفمايفايظ مفةامتك ماذااكفميفااا ا

 ا يح اا تم ز:



 

 

 x = x(q)        حنميىالاا حركةالاا-درفةاحريةا احدةا

 2q,  1= x(q x(اااااااااااااااااااااااااا  ا حركةاللىا طحاا-درفتماحريةا

                                                                                                                                  )2q,  1y = y(q 

اا3q, 2  q,  1= x(q x(اااااااااااااا        اااااااااااااااااااااااااا       زاا نضممااا حركةاا.ثلا ادرفمااحريةاا

y = y(q1 , q2  , q3)اااا 

z = z(q1 , q2  , q3) 

x = x(q1 , q2) 

 ا ىاا قي اا مفم رة (. ٠٠٠٠2q,  1qتت يرامناا قي االاثتداةيةا)ااs  ' qاإ رضااناالاحداثيمااا

  زاالاحداثيمااا ديكمرتيعاهزاكممايلزا: (.ا م ت ييراااا تزاتقمثلهمqẟ+ 2 q, 1 qẟ+  1q 2)ا

ẟx = (ẟx/ ẟq1 ) ẟq1  + (ẟx/ ẟq2 ) ẟq2  + ………  

ẟy = (ẟy/ ẟq1 ) ẟq1  + (ẟy/ ẟq2 ) ẟq2  + ……… 

l ا ا ا\مففففففثففففففملا ا ا ا ففففففف ففففففففففيفففففف ا ففففففزااا ا ففففففحففففففركففففففةا مففففففعففففففمد ففففففةا فففففففدا

  م ت ااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااا

اا حلاا

ا يختمراا محم راا قطثية

q1ا = r   q2ا = θ  

x = x (r , θ ) = r cos θ        ليدةذ 

y = y (r , θ ) = r sin θ          

ẟx = (ẟx/ ẟr ) ẟr  +  (ẟx/ ẟθ ) ẟθ  = cos θ  ẟr - r sin θ  ẟθ 



 

 

ẟy = (ẟy/ ẟr ) ẟr +  (ẟy/ ẟθ ) ẟθ  = sin θ  ẟr + r cos θ  ẟθ 

 Generalized Forces       القوى المعممة   (١ -١٠

 ẟwلل ااناا ش لاا�⃗�تحااتمثيراق ةاا اااẟ𝑟اذاالميىاف ي االاحةاا

 ا ميفلامناا ق ةاليدةذايك ن

  ẟw =  �⃗� ⋅ ẟ𝑟 = 𝐹𝑥 ẟ𝑥 + 𝐹𝑦 ẟ𝑦 × 𝐹𝑧 ẟ𝑧 

ايييمهمات اايك ناا ش لثم ليماا تزاتر ثدلا ةاا

  ẟw =  �⃗� ⋅ ẟ𝑟 = 𝐹𝑥 ẟ𝑥 + 𝐹𝑦 ẟ𝑦 × 𝐹𝑧 ẟ𝑧 

 

ẟw= ∑  1 = F1 ẟ x1 

ẟw= ∑  𝑘  Qk اẟqk 

ẟQk = ∑  1  F1 )اẟx1ااا/ااqk( 

 

ماكمنا حمصففففلاام  اااkq لاحداثزااااا مرا قةاذك رةااللادات فففمىاثم ق ةاا معممةممد ةاا اعر ةاثم معا مااkQااا كمية

اا  حدااااة  فممثلااتمااkqاااق ةااذاكمياا حديااkQاادااحتك نا ادةذلاالشف  حداااا اااkqẟ  kQاااا ضفرباا

 لا يةا.تمثلاا اkqاالل ااذااكمياا

r=41 ,0=42حيدةذاتصثحاا  

ا ميظ مةامناا ق ىااااللىيفلمثلاا ش لاا امياkqẟ  kQثمشرةامناحقيقةاك ناماkQمعممةاااق ةايمكناايفمداكل

لا،ااذااكفميفااامث)تثقىاثقيفةاالاحفداثيفمااا معممفةاثفمثتفة(ا ا ااkqẟثمقفدارااااkqا خفمرفيفةاليفدمفمايت ييراالاحفداثزاا

ح راامح لاااθẟلا يةااااخلالااراا ف فف  صففلدا،ا م شفف لاا ميفلامناا ق ىاا خمرفيةاليدممايداف ففمماايظ مةما ا

 هزااθLر.ا  ىاهذهاا حم ةاتك نامح ا كلزا فميعاا ق ىاح لاا اااا عل  ه امقدارااθLحي ااااθLااθẟاامعل  اه ا

ا.θا ا معممةاا مرا قةا لاحداثزااا ق ى



 

 

 المعممة للمنظومات المحافظة القوى  ( ٢  -١٠)

ا زامفملاق ةامحم ظاتعطزاكملاتزااف ي اللىااا مؤثرةمااا متعممدةا لق ةااثاناا مرك

F1 =ااا-اẟVااا/اẟx1 

 هىادا ةاطمقةاا فهد ا   قما ذ كاتصثحاللاقتيما لق ةاVااحي 

 كممايلزاةما معم

Qk = - ( ∑  1 )ẟVااا/ااẟx1(ا )ẟxااا/ااqk( 

 اذنا kq  ثم ي ثةا لاحداثزاvا ق  يناه اا مشتقةاا فلةيةا لدا ةاااثيناا ا تعثير

Qk = - )ẟVااا/ااẟ qk(ا 

اااايماا محم راا قطثيةما تخدااذااالامث 

   r1 = q     θ2 = q    ا-مةام عيدهماتصثحاا ق ىاا معااااrẟV   /  ẟاrاQااااااا

ا قطا)اق ةامركلية(اا عيدةذااا rهزادا ةا فاااااا Vاذااكمياا

  ẟθااا/اااQθ  = - ẟVااااذااكمياا vااا قطا)ق ةامركليةا(ا عيدةذاااv  ااهزادا ةاا ف

0=   θ Qاا

ا  



 

 

 Lagranges Equations             لاكرانج  معادلات   (٣اا-١٠)

اثم معمد ةيثتدئاا كزايفداا معمدلاااا تنمضليةا لحركةاثدلا ةاالاحداثيمااا معممة

Fiا=ااmi ẍiاا 

 كممايلىاا مناا ف يممااااNةاتتك نامناميظ م ااااTا طمقةاا حركيةاا

Tاا=∑ 1/2 mi  (ẋi2 + ẏi2 + ẑi2𝑁
𝑖=1  (ا

   عاتكتباثث مطة

Tاا=∑ 1/2 mi ẋi23𝑁
𝑖=1  ا

ا.ااkqااهىاد الا لاحداثيمااا معممةا ix   حي االاحداثيمااا ديكمرتيةاا

xi = xi   ا( q1 ,   q1  ,……………  qn , t ا)ا 

ẋi = ∑  𝑘  )ẟx1ااا/ااqk( qk  +   )ẟx1ااا/ااẟt(ا 

 لدداا ف يممااNثلاامحي اتااا 3N , ……..,2,1ااااه اiاانامدى

االاحداثيمااا معممةا)درفمااا حرية(ه الددااااnحي ااااn …………,3,2,1ه اااااا k مدىااا زاا ميظ مة،

ا لميظ مةا·

ثم ي فففثةا للمن،ا قداتك نادا ةا للمنا  اضفففحامناااا معممة،امشفففتقمتهماا لإحداثيماكدا ةاااا  ا Tثمراالتاااثمكمييم

اللاقةا

iẊااناا

 ẟx1 / ẟqkااا=اااẟẋ1 / ẟqkا

 :دةذايحصلاللىلي .tنمضلاثم ي ثةا للمنااي ا1ẋ يضرباالاناا

) kqẟ /ẋᵢ(∂ 1ẋ) + kqẟ /xᵢ(∂ 1ẋ ) =kqẟ /ẋᵢ(∂ 1ẋ) = d/dt (q̇∂/1ẋ( 1ẋd/dt  ( 



 

 

 

 

ا1mااااافففففايماثرثاذااضاث ااkq̇ااا   kq ا ااtمناامكمييةالكساترتيباا تنمضلاثم ي ثةا للمنااالأخيرةا تيتجاا خط ةاا

 ماكتمثةيكييماا1mااااẍ=اا1Fاا    ضعيم

 

 يفدااناا1عاللىاا مخذاا مفمثااذن

 

 يحصلاللىاا يتيفةاا تم ية:ااkQاةممناتعريعاا ق ةاا معماا اخيراا

 

 .ثمعمدلااالاكرايجا لحركةاىما حركةاا تنمضليةا ىاالاحداثيمااا معممة.ا ت هذهاهزامعمدلااا

 اطزعتااQ ‘sاا ىاا حم ةاا تىاتك نا يهماا حركةامحم ظةاثحي 

 :مناا معمد ة،ا عيدةذايمكناكتمثةامعمدلااالاكرايجاللىاا يح اا تم ز

 

 ت مىاثدا ةالاكرايجاثحي ااا Lا معمدلااااكثراليداتعريعادا ةامثلاا

L = T  



 

 

 حصلاللىيااV = V (a) ,   ẟV /ẟq = 0كمياااا معممةا·ااذنا،ا مماااا لإحداثيماهزاد الاا اT , Vاا منه  اان

 

 ليدةذايمكناكتمثةامعمدلااالاكرايجاللىاا يح اا تم ز

 

ااذاالر يمادا ةالاكرايجاثدلا ةامحم رااااه  ة فاا تنمضفليةا لحركةا ميظ مةامحم ظةاثاااذنايمكناا فتيثمطاا معمدلا

ا.ااميم ثة

  لحركةاللىاا شكلاا تم زا:

 

اق ىااحتكمكيةا.,ليداا تخدا اااااناا صينةاا مذك رةااللاهاميم ثةا لا تخدا 

 


