
 

 

 لتــــاسعــــــــــــــــة رة اــــــاظ ــــالمــح 

 

 Some Applications of Lagrange's Equations(  بعض تطبيقات معادلات لاكرانج  ٤-١٠)

 اختر محاور مناسبة لتمثيل شكل المنظومة العام .  -١

 بالنسبة للزمنر ومشتقاتها وكدالة لهذه المحا Tجد الطاقة الحركية    -٢

 كدالة للاحداثيات Vاذا كانت المنظومة محافظة، جد الطاقة الكامنة    - ٣

 kQ ة مظومة غير محافظة، جد القوى المعماو اذا كانت المن

 

 Harmonics Oscillator       المتذبذب التوافقي  (١ -٤-١٠)

تتناسب مع السرعة . فالمنظومة اذن غير محافظة • اذا   تضاؤلاقوة  تبار حالة متذبذب توافقي ذوبعد واحد وافرض ان هناكع خذ بنظر الا

xكانت  ح دالة لاكرانج كالاتي: ثل احداثي الازاحة عندئذ تصبمت    

 

 ه الاعتيادى .ونبرمتر المر kتشل الكتلة و mحيث  

                                                             اذ ن

=    -  cẋالمعادلة وهكذا فان   اجد قوة غير محافظة يمكن استتتتتخدام معادلات لاكرانج بصتتتتي ةوتل 
⸝Q   ومعادلة

 .الحركة تصبح 



 

 

 او       

   معادلة المتذبذب التوافقي المتضائل. هذا 

 یيم مفرد في مجال مرکزسج-2

مستتتتتوتحت ت ثير قوة مركزية • ستتتتوا نختار الاحداثيات    فى  معادلات لاكرانج للحركة لجستتتتيم يتحرك  لنجد

 ةالقطبيت 

r   = 1,    q   θ = 2q    .ندئذع 

 

 المشتقات الجزئية

 

 فمعادلات الحركة

 

الزمز زمز زززي٥  -١٠ الالزززدا زيزززات  الزمزعزمزمزززيا  الزخوزوا   )   Generalized Momenta. Ignorable 

coordinates 

 

 نطاقته الحركية تكون نفرد يتحرك على خط مستقيم )حركة خطية(مأفرض حركة جسيم  



 

 

T = ½ mẋ2 

يحاصتل الضترب   Pمن تعريا زخم الجستيم    والان بدلا  .  احدائي موضتعه   x  ل كتلة الجستيم، ومثت mحيث  

ẋm     يمكننا تعرياP بالكمية   ẋẟ    /ẟT  أي  , 

P = ẟT/ ẟ ẋ =m    ẋ  

 المعرفة بما يلي : kF الكميات ٠٠nq ٠٠٠٠٠٠2q 1qالمعممة   بالإحداثياتا  وصفي حالة منظومة ت

                                                         kq̇∂/L∂=   kP 

 ندئذ يمكن كتابة معادلات لاكرنج للمنظومة المحافظة كما يليع.   تسمى بالزخوم المعممة

Pk =  

 

 ذئعند .بشكل ظاهر  Lيه  ولا يحت    q𝜆ل مثافرض وبصورة خاصة ان احد الاحدائيات  

 

فالزخم المعمم المرافق للاحداثي المهمل اذن    ignerable  بالاحدائي المهمل      q𝜆مى     في هذه الحالة يستت 

 يكون ثابت حركة النظومة.

 ، x  تحتوى على الاحدائي  لا    Lسالة الجسيم الذى ينزلق عطى سطح مائل . راينا ان دالة لاكرائج  مفمثلا، في  

 احدائي مهمل في هذء الحالة·   xموضع السطح · اذن يكون 

 



 

 

نظومتة، ولمتا كتانتت لا توثر قوة مالخطي لل   قيتة الكليتة للزخمفهو المركيتة الا kPوفي الحقيقتة يمكنتا ان نرى ، ان  

 الافقية للزخم الخطي يجب ان تكون ثابتة . خارجية على المنظومة، فالمركيةقية  فا 

 في مجال مركزى. في الاحداثيات القطبية مثال اخر على الاحداثي المهمل يتياجد في حالة حركة جسيم

 

  المممل، و هي الاحدائي θكما هو مبين. في هذه الحالة تكون  

 

 الزخم الزاوى . هومقدار   θPهنا 

 

 Lagrange's Equations for Impulsive Forces   ( معادلات لاكرانج ل قوى الدافعي٦-١٠

 kQفيها جميع القوى المعممة المستتتلطة    kqميكية موصتتتوفة بالاحداثيات المعممة دايناة مافرض ان لدينا منظو

 معادلات لاكرانسج كما يلي :.يمكننا تكامل 𝒯 ية قصيرة منفترة ز  اءثنتكون صفرا باست

 

 تقترب من اللانهاية بطريقة بحيث ان الدفع المعمم kQالان اذا كانت 

 

قى  بت  kq  ẟT/ẟلان الكميتة  يقترب من الصتتتتتفر      يتواجتد ويكون محتدودا، عنتدئتذ التكتامتل

 ةتيمكتنا اذن كتاب . محدودة



 

 

 

المنظومة للمنظومات التي لا تحتوى فيها   على   نتيجة تطبيق الدفع المعمم      للت يرات فى الكميات

 ، يمكنا كتابة المعادلةث ظاهر بحي بشكل    q’s   على Vدالة الجهد  

 كما يلي:

 

 .kqلزخم المعمم المرافق للاحداثيات المعمة   وا ه kPحيث  

 الذى يعطي من ẟŴالدفعي    بكل بساطة من حساب الش ل  ة يمكن ايجاد الدفوع المعمم

 

ل القوى  ماعتباطية صتتتت يرة من خلالها تع  هي ازاحات  هي الدفوع المستتتتلطة و    حيث

 مقيدات المنظومة(.  الداقعة المسلطة )خاضعة الى

 


